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� �����
�� ��� ���
��� ��
���� �� ��� �
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���� ��-��� �	 ���&�� �
��
��� �� ������� �(
���
���� * �(����"�� ��
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Notions de base
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�� ��
� 
� �$
��� 	� ���!��
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0�� ���� �� ���� �	
 �� ��
�
� �
�
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�� �� �	
)��� �	��
�
����
������ �� 	� ����
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�� ���
���*, 	�� %�
�
�� �
��
&�� �	 �!��
&�� �� ��
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)��� � ��� 
��	��
� ��
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�, �� ��� ��	$
�	
)���� �	� �(�� ��	!�
��
�
� C�(	�� ��
���� �� ��%
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Chapitre 2

Droites et Plans discrets
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���� ��� 9:;� �� �� �����(!(��	�
���������� ��� ������ ��� ���

�
��� �� 	 � �
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��
��B����� 
��� �
 �	���� ���(

�	
�� ���� ����� �� � �� �� ���

��%����� �	
 �� �����
	��
�� ��� �
�
��� �

�!���
�	��� �%��� �� ����
���
 ���
�������� �	
 %��� ��	� ��
%

 ���� ��� �
�����	� �� 
������
������, 
� ��	� )�	�
��0�

 ��� ��
	��	
�� �	
 ��	� ��
��� 	�
����

�
��
, ����� ������ �� �� 4 �� � ���� � �%�� ������� �� � �, �� �������
� /� �� ���
�� �
%��	 , �(�������� ��� �
$��� ��� �� %�

0��� �(��	��
�� �
��!���
���� 1

��� �� � ,

� �< �
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�� ��
	��	
� �(	� ��
��
��� ��� ����4 �
����, �
 �� ��
�� ���� ��� ����
�
��� �	
��
��
��� �� �
%��	 ,, ��	� ��� �	�
�� ��
��� ���� �� �� )�
�� 1

��� �� � ���� ��� � ,���� ��

�%�� ,� ���� �� �	 �
%��	 ��� �
$��� ��������� �� ��
��
���, �� ��0�
� �� ����� 	
�(	� �
$�� ��� �� ����� �� ��	��� ��� �� ����� ����� 	� ��
�� �	 ��
��
��� �� �
%��	
	� �� ��
�� ����� %
��� �� �� ���
�� 	�	���� �� 
���� �(	�� �
%
�
�� ���
&
�� #� �B��,
��	� �%��� 1
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�
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�
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 �� ��
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����� ��� ��	$ 
���� �� ����� �
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��� ���� 
����
�
�	�� ��
 ��0�
�
�� ��
� ��� ��	$ ��

�	
�� �
B�
����� ��	� ��
��� 	�
��� ��
 ��
�	
�� 1

	��/�� � �� %8% 2
 �	���� ���� �� 4� �� ��� 5
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 	������ ��� ���������� �� ����
� , ���	 , �
�� �4� 4� ��


 ���������� ��� ������ �� 	���� ����	�� ���	� �4� 4� ��

�	
 ����� �
�
�� �
��
&��, ��	� ��	%��� ����
� 
���
�	�
 ��� ��-��� 
���
������
�
��
, �� �������
� ��� �� �=#//�  �<�� ���� �� �, �� �
�
�� �(��	��
�� 1

��� �� � 4� � � �

��� �
$��� �� ����� �
�
�� C��� ��� �
$��� �� 
���� 4 � � � �D ���� ������� /� ���
�=#//�  �<�� �����

'� ���
&
� 
����
�	�, �� �������
� ��� �� �=#//� ��/�� ���� �� �, �� �
�
��
�(��	��
�� 1

��� �� � 4

��� �
$��� �� ����� �
�
�� C��� ��� �
$��� �� 
���� 4D ���� ������� /� ��� �=#//� 
��/�� ���� C%�

 0�	
� ��@D�

 �
��
��� ���
��� �(�

�!���
�	� �
��� * ��� �
�
��� ����
�
����� �
&� ���������
���� �� ��0�
�
�� ��� 
����� �����
�� * 	�� �
�
�� �
��
&��� :� �� ����� �� �B�� ����
	� ������ ���	��

� $
��%
 �, �� �	
 
��	��
� �� ���
�� �� ��	���� � �����
�� * 	��
�
�
�� �
��
&�� C�	
 ��

������ �$�������� �	 ��
��&�
� � �� ����� �� ����"#���
8@9;D�

 �� ���
��� �� ���	��

�� ���� ��� �
�
��� �
��
&��� ���� �
&� ���
����� E ��
�B�� !�����""� C8>>8D, �	
 ���
� 
��	����� 	�&
�, �
������ 	� �!��
�
� ���� ��
�
�
� ��� ?4�	 ��� �������� ���
�� �� 7
����@� �� �
���&�� �� �(����	� ���
� ��
�����
	��
�� �(��!���

��� ��	
 �(���
����
�� !�����""� �
������ 	�� ���!���
�
&� �M���� ��	
 �(
���
�����
�� �
���

� �� �� ���
�
�� �� ����&���� #� �� 
�������
* ��� ���
�
��� ���
&
��, �(��-���
) ��� �� ����	��
 ��� %���	
� �� � �� )����
�� �� 

���� �(�$�
���
�� � � �


� �

X* �
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�� ��
���, �
 
 �� � ���� 
������
%����� ��� ����
���� �� ��� �
�������,
��� �
$��� �	�����
)� ��	
 � �
�
�����, ����
������ * �� �
�
�� ���

�� ��
 �� ����� �
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���� �����
�	�� �� �
���	 �%�� ��� ���
��!������ �
�����	$ ���
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�
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� ���	
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�	� �� ��� ���
��!������ 1
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	 �
� �
 �	
����� �

� 	������ ! ��� �����	�� ��	���� ��
��� �

� � �� �
� � � � �

� ) �� �� ��
 �
� ��� ��I��� �� �	����	� ���
� ����
����� ��	���� �� , ��	��� ��� 
������
����� �� � ������� 	�����	 �
��
�� �6�� �	�	� ) ����� ! ��	� ��� �� �� ����� � �� ��	�� ��		������
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! 
� ,� �� �
��	
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�
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� ��� ����
��D�  �
�
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� ��
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���)�
���
�� �
����, �� 
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�
�� �
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���!&�� !
���
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 �� �����
	��
�� �� ��� ��-����
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��	��
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���
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�
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�� �
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(u,−v)

(b,a)

2�%0 ��8� R1 *��������� �� ������	 �� =�<��� ���	 �
 �	���� ���� ����� ���

�!
�	� �	 �!��
&�� �� !�-���, �
&� �����
�	� �� �

�!���
�	� 1

��� � � �� ��� � � � � ��� �� � ������� ��

'��� ���
� ����"��, � �� � ���� ��� �
��
�
� ���
� �	$, �� ����
�&
� � �� � ���
���M�
���� �� !�-��� ������ ��
1

��� �� � �

�
��
, �
 ���� ��� ����
�
��� �	 ��
��
��� �� �
%��	 ,, ��� �	�
�� ��
��� �� �J��

���� ���� ����
�� ��
 ����
���
�� �	 %����	
 ��� ��� � /� ������	 �� =�<��� ��� ���

��	� ��
��� �� �����
 �(	� ��
��
��� * 	� �	�
�� #� �B��, ��	� ��� %����	
� �� ��
)�
�� ��� ��� � ,���� ��� �%�� ,� ���� � ��	� ��
������� �� �����
 �(	� ��
�� �	
��
��
��� , * 	� ��
�� �	 ��
��
��� , � �� ��	
 ����, �	������� ��� � ��� � , �	
� 1

���� � �� ,���� ���� � � � ,��� � ��� � ��� � ��� �� � ��,� � ��,�
� ��� � ��� � �

� , � �

��
 �$�����, �� 0�	
� ��8� 
��	��
� ��� %����	
� ����
��� �� �
�
�� ���� ����� ��
���� �	� ��� ��� � ��� ��� �� ��� ��� � ��� ��� � �
��
, �� �����
	��
�� �(	�� �
�
��
�
��
&�� �� )�
�, �� ��
���� �(	� ��
�� �� 
���� 4, ��
 ����
���
�� �� � � � )�
� ��
%����	
 �� ��4�	� ��	
 �����
 �(	� ��
��
��� * �(�	�
� �� �	���� �� )�
� �� %����	

��� �� �	(
� )�	� ���� �!��	� ��
��
���� .�	� 	�
�
��
��� ����� ���
�� �� %����	
 ��
��4�	� ���� �� ��
�
� 
������
������ �� ��
���� C�!��
�
� +D�

%8%8!8' @������ �	����� �5� � � A

'� ����
�	��� �	�
�� ��0�
�
��� �� �
�
��� �
��
&��� �$
�����, �� �����	
 ��	

� ��

�)�
�
 * �(�
�
��� �� �������"# �� +"���� C���8D �	 �	$ �!&��� ��	���	�� �	

�� �	-�� ����� ������ �� ���"�#*��������� C8@@<D �	 �� ,��"��# C8@@=�D�
 ��������, �� ��-�

�� �� ��� ��0�
�
��� ���
��� �� �J�� ��-�� ������

�	�� '���
�� �	� ��	� �%��� �
������, ��	� �%��� �(��	
%������ ���
� ��� ��0�
�
��� �	
%����� 1
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�
�� �
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���	
 � � $���	�	� 	�	��

�� �!�
$ �� ����� �	 ����� ���
��!� ��� �


�� ��
 �(����

�!�
�	� �	� �(�� ����
�	�
* ��� ��0�
�
���� ��
 �$�����, �
 ���
� ��-���
) ��� �� �
��� �� �
�
��, �� �
��

���
�� ��
�� �� ��	� ��
��� ��� �(��


� ��� ����

�!��� �M����� ���
� �	� ��� �
�
���
�

�!���
�	�� �� ��
�������� '� �J��, ���� 	� ��-���
) �� 
������
������ �� �
�
��,
�� ������
� �� ���!��� �� ��	� �
���� * 
���������
�

%8%8!8) ��#�� �� ��� ��� � ���+���

.�	� �
�������� ��� ����

�!��� �����
�	�� �� �
��� �� �
�
��� �
��
&��� �	� ��	�
	�
�
��
��� ��
 �� �	
���

.�	� ������S��� ��
 	� ����

�!�� �
&� ����	 �
����� ��
 !����� �� C8@=<D�
�� ���
� �� �� �
�%�
� ��� �� �	
%��� 1 ��	� ����
��
��� ��	$ ��
��� �� �� �

��� ���
��� ���� ��� �� ���� ��� �� �(�� ��	!�
�� �
���
 �� ������� �� �
�
�� -�
����� ��� ��	$
�
$���� .�	� ��	%���, ���� ��
�� �� ����
��
��, ��	� �����
 ���� �� �
��
�
 ������,
�(����*��

� �� � �� 5 �� � �� 5 
� .�	� 
��	��
�
��� ��
 �� �	
�� ��� �
���)�
���
���
��
������� �� ����
��
��
 �� �
��� ���� ��� �	�
�� ��������

�(
��� �� ��� ����

�!�� ��� �� �	
%��� 1 ��	� ������ �
���
 ��� �
$��� �� �� %�
� ��
���� ��� �
�
�� � �!��	� �����, ��	� ��%��� �!�
�

 ���
� 
����
 �	
 �� �J�� �
���	
C���� 
����
 * �� �J�� �
������D �	 ����
 �� �
�������� ��	
 ����, ��	� �
��������
	�� ���	
� �(�

�	
 ��	� ��
������� �� ��	-�	
� �!�
�

 �� �
$�� �� ��	� �
��!�� .�	�
�������� ���� �(����

�!�� 8�

1�3�� �54� ! �
��� �� �
�
�� �� !����� �� C8@=<D
����	5!����� ��:�� � ��� ��� ��;
�� �� � �� � ��, �� � �� � ��
�� � � ��, � � ��
�� �
�	7 � ���, �
�	+��� � ����� ���
�� � � ��� � ��
�� /��� � ������ �� �� * �� <# ��
�� 1���� ��5��<�"C$,"D
�� � � � 
 #����
�� �� � �
�� �� � �
�	7

��� � ���
��� �� � �
�	+���
��� 7� �� � 
��� 7� �� /���
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� 
� �����
- ��������

�� �
�	%� �� �� �!��
&�� � ��� �
������� ��
 ����� �� ����"#���, �� 
����
����������, )��"��� C8@9<D � �
�����, �� �J�� �����, 	�� �
�	%� �
&� �
����
�����
���� �� �
��

��� �� ��
	��	
� �	 �	���

#� ��	� �� �� 
��	���� �	
 �� ����
� �� ������� ���� �� �	��, ��� ������� ���
	�� ��
	��	
� �

�!���
�	� �
&� 
���
�������� ��	� �(���
�, 
�������� ��� ���
��� ��
��

�� �� 5�
�" �� �!��

� ��� ����
�� C%�

 ��
 �$����� $��#� ��9��% � 8@><D 1

��7� � �� %8) 9��� � �� D#���: >�� ��	�� �� M
	�& ���	�	� 
 � �� ��� ����������
��� �	
������ �		���������� �	������� �� ������	�
��� #A�0$ ���� ��� �������
���	� ����
����	���	� ! 
�

��
 �$�����, �� ��

� �� 5�
�" �(�
�
� < ��� �(�������� 1

�� �

�
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 ��� ��

��, ��	� �%��� ��� �
��

���� �	
%����� 1

	��/�� � �� %8' K�
�� ������ �
 �
 ��	�� �� M
	�& ���	�	� 
� ���� 
���� 5


 �� �
� �� ��

�� ���� ���� ����	�� ����������� �� �
� 
��	� ,�� � �,� � �


 �� �
� � ���

��� �� ��

�� ���� �	��� ��	��� ����������� �� �
� 
��	� ���

��� � ����

���� � 7� �����

��� 
����� �� 4�� #� �� �
� �� ��

�� �

��� ��

�� �� 5�
�" ��	%��� �� ����	��
 �� ���
&
� 
��	
�
%�� �� �� ��

� �
�� ��
�����
	
�, * ��
�

 �� �� ��

� �
, �� �-�	���� ��	� ��� ��
��� ���
��� ��� )
���
���
������	�
%�� �� �
 ���� ��� �����
����	
� ���� 
�)�

�	
� * 
� ��

�
��
, ��	
 �����
	

� �� ��

� �(�
�
� =, ��	� �-�	���� * �� ��� )
���
��� �

 ��

�
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#� �� ������ �	
 ��� ��0�
�
��� �� �
��

���� ��� ��

�� �� 5�
�", ��	� ��	%���
��������
 �� �!��
&�� ��+ �� ����
0��� ����
� �� ��
	��	
� �� �(������ �	�� �����
�
�	$ �
�
��� �
��
&��� 1

�5���+4� %8) 9 )��"��� 9!&C-:E ����� �� ����"#��� 9!&C):: C�
�� �����
�� �������� � �� � � � ������ �������� ���� ��
������� �����
�� ��� ������ ��� ���
�� ���
��� 	� �
�� �����
�� ��� �
	
�
�	�� ��� ��� ��� 5
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 ��� 
�������� �� ��� ������� 
��
	�������� ! �
 M
	�& ���	�	� ������� ����� )


 �� �� ���
��� 
 - �������� ���� �����	� ��� ��� �
 �6�� 
������� )


 ��� 
�������� �� ���� ������� 
� 
����� ���� ��� �	
������ ������������ �
��
��� ��	�� �� M
	�& )


 �� ��
������� ���� ������ ��� �
� � ���	������ �� �����(�� ��� �� �������� �� �

� �

C

A

A=B A

B
B

D
D

C C

C
D

D

C=D

β

β β β

ααα

α

β

α

A

B

h/kp/q

B

A

2�%0 ��8< R1 ��'�	����� ��	��� �� ���
��� ��� �	����� �
�� �� ��
��

#� ����
��
��� ��	��� ��� �
��

����, �� ����
�� ��� ���	�
��� ���� �(������ �	��
�� ��	� �
���
� �	� �
�� )�
��� �
B�
�����, 
��
�������� 0�	
� ��8<� ��	
 
��	��
�

�� �	��

&�� �
��

��� �� �� ����
��, ���� �� ��� �	 �	��

���&
� �� �� 0�	
� ��8<,
��� )
���
��� �

� ��
�
� ���� ��-������� ���� �� ��

� �� 5�
�" �����
�� �	 ����
���

'(	�� ���
&
� ����
� ��	� �
��
��, )��"��� C8@9<D 
��
��	
� �� ���
�� �������
��
�� M
	�& C�� �(�����
� M
	�& �
�D ��
������� �� ���


� ��	��� ��� )�
��� ����
����
�� 	� �� )����
�� �� �(�
�
� �� 5�
�" �����
� * �� �
�
��� #� �(�	�
�� ��
���, 	�
���"���� �� �� �
��
���� �(�
�
� � ������	 ���� �� 
�������� �
� �� � �
� ��, ������
������� �� M
	�&, ��

������ * �� �
��
���� �(	� ������� �
��
�� �� ����	�	
 � � �
C)��"���, 8@9<E ,������, 8@@@D� �� 0�	
� ��8= 
��	��
� �� ����	� ��	
 �(�
�
� �,
+ �� = 1 ��	��� ��� �������� �� M
	�& ������	�� ���� �� 
�������� �
� �� � �
� �� ����
�(�������� ��� ����
��� ����
���� ��	
 ��	� �������� �� �
$��� ����
��� 	� �
�
�
�� 5�
�" �� �, + �	 =� �
��
, ���� �� 0�	
� ��8= � ���, �� 
���
�	� �	� ��	� ���
���"����� ���� �� �� )�
�� ���

�� ���� �� �!��
&�� ��;�

�
 ��	� �	��
��� ��� �
��

���� �

�!���
�	�� �	 ����
�� �	��, ��	� ��	%��� ��-*
�
�����
 ��� ����

�!��� ���
��	$ �� ����� �� �� ����

� ��	
 �� 
������
������
�� �������� �
��
���� #� �B��, ����� ����� �	� �� ���"���� ��� ���	�
��� �� ��	�
�%�

 ��	� �� ; �������, ��	� ��	%��� ����	��
 �� ��	%���� )�
�� �� �� ����
��,
��
&� 
���
�
�� �(	�� ��	%���� ����
�
���, �� ����� ���������

 ��������, �� ��
	��	
� �

�!���
�	� ��	� ��
��� �� ��
����

 �� ���"���� ��	�
)�
�� 


��	��
���, �(����*��

� ��� �	� ��	� ��� ������� �(��

%��� ��	� )�
�� ��
)
���
��� 


��	��
����� ��	
 ����, )��"��� C8@9<D � ���

� �(�������� ��� ��	�	
��
����
���� ��
&� �(
���
�
�� �(	� ��	%��	 �
$�� 1

�5���+4� %8- C�
�� ����� �� �������� �� ������ � �������� �� �
 ������� �� M
	�&
��� ��� ��� 
������ ���	�	� �� �� ���� 
 ������ �� ����� ��� ������	� ��� ����	
����
�
�� �����
�� ��� �
	
�
�	�� ����	����
�� 	�� �����(�� �� ���� �
� �����	 ���� 
	6���

� +< �
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2�%0 ��8= R1 :�����	
���� ��� �����
��� �� M
	�& ���	������ �
	 )��"��� �0N.O� 5
��� �����
�� ���	�	� +� ��� �����
�� ���	�	� 1 �� ��� �����
�� ���	�	� /� 2�� ���&�����
��"��� �
�� �� 	���
���� �
� �� � �
� �� ��		��������� 
�� ���
���� ��������� 
�������

�� �������� ����	����

� += �
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� 
������ �� ���� 
	6��� ��������� �� ���� �� �
 ����	
���� ����� ��� 
	6��� �
	
������� ����� �� ���
���� ��
������� �� ����� ����	������� ��� �� ���������	 �� ��
�������
�� � �	���� �	���������	 �� ��
������� �� �� �
�� �
 ��	�� �� M
	�& ���	�	� � � ��

A

B

C

B’

D

h’/k’h’’/k’’h/k

2�%0 ��8> R1 2�
 ��� ���� �����
� ����� ���	����� ��� ����	
���� ��	 	� ���	�	� �� ��
����� �� 
 ��� 
������� ��� ��� �� ����
� ��� 
�������� �� � �� � �
�� �
 ��	�� ��
M
	�& ���	�	� � � ��

'��� �(�$����� 
��	��
� 0�	
� ��8>, �� )
���
�� ���

��� ��� �� �	������	
 ��
�
� �� ��

�
��������	
 �� ��

�� ���� �� ��

� �� 5�
�" �(�
�
� � � �� O���� ����� �	� �� ����	�
�� �	������	
 �� )�
� �� ����� ��������, �� �
�� * -�	
 �	 ����
�� 	� �%�� �(��

�	
�
��	� )�
�� 


��	��
��� ��� ���
������� ��� ������� �� )�
� �� ����� ���������

#� �� ������ �	
 �� �

��
��, 
��#������ �� !���(����� C8@@+D �
�������
	� ����

�!�� ���
��� �� �����, ���
��� �� ����

� �� 
��
������� �%�� 	� ��Q�
�� �
�� * -�	
 �������� ��	
 �� �
���&�� �� 
������
������ �� �
�
�� �
��
&���

�(
��� �� ��� ����

�!�� ��� �
����, ��
� �� �(
���
�
�� ��� ��	$ ����
�
���� �����
�
��� * 	� �
$��, �
 �� ����
�� ��� ���
0� 1

8� '�����
�� �� �(�
J�� ��	����

��  ���	� �	 ��
�� �(
���
����
�� �� ����
��
��� �� �	������	
 �� �(����
��� �(	��
��� �$�
��
��� �� �(�
J�� ���� �� ��

� �� 5�
�" �(�
�
� � � ��

+� '���������� ��� ������� ��	
 ��
����

 	� ���"���� ���.+��

�
 ��	� 
���
��� ��� �
$��� ���� ����
�
��� �	
 ��	
 �
�
� �	 ��	
 �����$
��, ��
��
	��	
� �	 ����
�� �� ��	%��� ��� J�
� ����
G���� 7� ��	� J�
� ��������� 
���
���
���� �(�%�

 	�� ��

�	
� ��� ���
������� ��� ������� �	 ���"���� ���� �(������
�	�� ��	� )�
�� �(��	��
��� 


��	��
����� #� �B��, 	� ��
��

�
�
� �

�
�

�
���	�
�� �	 �"��

�&�� ��
��� �� ��
����

���
�� �

�!���
�	� �	 ��
���	 �� �
�
�� 
�����	� ������
��
 ���� �� 4� C���� �� �
��
�
 ������D� �
��
, ��
��	(	�� ����
�
��� 
���
����� 	��
�
J��, ��	� ��%��� �	� �
 ����� ����
�
��� ��� 
��	� �(	� �
$�� �����$� �	 ��
���	
�� �
�
�� ��-* 
�����	, �(�
�
� �� ��

� �� 5�
�" ��������� �� )
���
�� �(�	������
�	� �� 8� '��� �� ��� ����
��, �(�	�������
�� �� �(�
�
� �� �� ��

� �� 5�
�" �� ��	�
��� J�
� ��
���� ��	
 ����, ,������ C8@@@DE ,������ �� � ������ C����D ���
�
����� �(	�
�
���
�� �(	� ����

�!�� �� 3������� C8@@�D ��
������� �� 
��	

� ��
)
���
�� �� 	�
�
���� 	�� �
�!����
� �	
 ��� )
���
��� ��� �$�
��
��� �� �(�
J�� C%�


����

�!�� +D� �J�� �
 �� ������$�
� �	 �

� ��� �� ��� ����

�!�� ��� ��%
��
��

� +> �
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��	��
��, 
� ��� �� �
��
�	� �
�� ��	� �M���� �	(	�� 
��	��
�� �� )
���
�� ��

�(����

�!�� �(#	��
��� #� �B��, �� ��� �� ��� ����

�!�� ��� �� �
�	%�
 �(�
�
� ��
5�
�" �
�
��� �	
 ����
��� �� )
���
�� �� �(�
���� �(	� �����
����� �� �������
, ��
�	
 ��� �
�� ��
�� ��Q��	$ �	(#	��
�� �� �
��
�	� �
 ��� �
$��� 
���
�� �� ���� ���
�	�� ���������

1�3�� �54� ' ����

�!�� �� 3������� ���
0�
3�������5��#���	:6>�� >

	
�;

Z������ �� ��	
���
����	�
 �� ��	
�����	�
 6 ���� �� �����
� ��� �
	
� �[

�� �
� � �

�
�� �

� � 	
�

�� �#�� *�� 6��
� � � 6� �

�� �� 
 <# ��
�� � 6��

� � � 6� �
� � �� 6��

� � ���� �	 �J�� �
��� #����
�� �

� � ���
���

�� �
� � 	

�
�� � ���
�� �

� � �
�

�� �
� � ���

���
��� 7� �� � 
��� 7� �� �#�� *��
��� ��������� ���

���

#� �� ������ �	
 �� ����	� �� 
��	��
�� �� )
���
��, ,������ C8@@@D �
������ 	�
����

�!�� �� 
������
������ ���� �� ��� ����
�� ��
� �%�� 	�� ������$
�� �	 �

�
��� �� ��
�%
��
�� �
&� ��
� �� �� ������$
�� �B���
%� �� �(����

�!���

 ��������, ��	� ��	%��� ������
 ��� ����

�!�� �� 	�
�
����, * �� )�
� �(����

�!��
�� 3������� C8@@�D ���
0� ��
 ,������ C8@@@D �� �(����

�!�� ���
��� �� ���*
������ �� � ���� C8@9<D� .�	� �������� �
��
 �(����

�!�� ; ���� �� ������$
��
��� �� ��
%
���
���  �� ����

�!�� ��� ���

� �� ��	$ ������, �� �
��
&
� ��	

�����
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�� �(����
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� ��� ������� ��
� ����� 
��	��
�� ��	� �
�� �%
������� �(
���
�
 ���� �� ����	�
�	 ���"�����

1�3�� �54� ) �-�	� �(	�� ����
�
��� �%�� 
��	��
�� �

�!���
�	�, ����

�!�� ��
,������ ���
0�
14���5����������5,������5)�#���	:+>�;

Z+ ��� �� ������
� ���� ��
��
�	� �� � ��� �� 
������� ��
�
�	
��[
�� �-�	� �� �� ����
�
��� �%�� �(����

�!�� �� ��������� �� � ���� C8@9<D C%�
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�� /��� ���� ������ � ������
� ��
 � <# ��
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&
� 
�)�
�����, �� 0�	
� ��+> 
��	��
�
���
� �����
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J��� �(	� ���"����
�
��
�� ���%�$� ���� 	�� �
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 � �%�� �(�-�	� �	
�
��
�
 ���� ��� %
�
�� * ��	�!� �� - � '� �� �J�� )�S��, ��	� ������� * -�	
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� ��;=����� '��� �� ���, ��� �������� ��-������ * -
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Chapitre 4

Métriques discrètes
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��
���
�� �� ��$�$���

'��� �� ��
��
��!� �	
%���, ��	� ����
����� 	�� %�
�
�� �

�
����
������� �� ���
����

�!�� �%��� �� �(�����
� 0�������� * ��� 
����� �� 
+�

(���� 7"' 	� 
��	����� � ����	 ��� �	 
��!����	 
	 6������ 
��.
��	�

'��� �� �	
��, 	�� 
���� ) �� 
 �
����
��� ��
� 	� ��	���������� �� �
 ���� ���$���
3 3 3� ���$
�� .�	� )�
���
���� ��	� �(���
� �� ���
�� �� ���� ���� 	�� �

��� �� �
�
�� ���
�� �� �	�� ��� 	�� �$����
�� �� 
+ ��� �
����, �������� �� !�	��	
� �� �'N+'�

��7� � �� )8' 9��"� ����� �# ,��� � 4��� �� �#�� ���  4#3� �� � 4��� �� 
:
>� ���� ��� �� �������� �� $� ������ �� ���
��� ���$��� 3 3 3 � ���$
� ��� ��� ���
���	������� ��� ������ �� ��'�	��� ��� �
�� �
 , ���������� 7� ���� ��� ���� 5

"������������������������	 � ����� 3 3 3 � ����� ��� ����� 3 3 3 � �
� � ) 	 � � �� � $��

'��� �(���
��!� �	��
�
����
������� �� ����� �� .���/�(�, ��� )	�
��� ��
�
������� ���� ����	���� �� ���� �� ����� �
�!�����	$�

�(
��� �� �� %�
�
�� +' �� �(����

�!�� �� �
���)�
��� �� �
������ ����� �	
 ��
�
��
���� �� ?�
���
 �
��
�� ��� �� �	
%���� 1 	�
�
��
 �� ��������
�
�� �� �	��� ��
�����
	

� ��� �
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�
��� ���� �!��	� �
����
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'��� ����� �� .���/�(� C8@@;D, ��� �	��	
� ��� �
������ 	� ����

�!�� ��

%�
�� ��	
 ����	� �� �
���)�
��� �� �
������ ��	
 �����
	

� 	� ��� �
��
����� '���
���
� ���
��!�, ��	� �
������� 	�� �����
	��
�� ����� �	
 �(���
��!� �� !��� ��
�"0 ��
������� �
��
 	�� �����
	��
�� �� ����� ���
��� �
��
 �	(	�� �$����
�
�
��
��	
 ��� �

���� �����	�
�	���

 ���� ���
��!� �� ��������� ���� �� �
�
� ������, 	�� ��
 �
����
�� 1

K�#/� ! � ��
� �� ����� �
��
&
� �����, ��	� ����	���� 	� �
��
���� �� ?�
���
 ��
�
����
�� 8 ���� ��� �	��� ��
���&��� * �(�$� ��� �� #� �(�	�
�� ��
���, ��	�
��
�	����� ��	� ��� �
$��� �� �(��-�� ��
 �� ��	� �
��!� �
$�� �	 �����������

�
�"��� ��� �J��� ���
������� �� � �� �� �� �
 	� ��
�� �� �(��-�� ��� ��	
�
�����
�� ��	$ �
���, ��	� �!�
�
����� �
�
�
�

����� 	� 
��
��������, �� �!�
$ �(�	
�
�	�	�� 
���
����� ��	
 �� �
���)�
��� �� �
�������

 � ����	� �� �
��
���� �� ?�
���
 	�
�
����
����� �� )�
� �� ��	$ ��
��	
�
�� �!��	� �	�� �� ���� �� ��Q� ����� �� ����� �
��
&
� ����� ��� �� ��$�$�$��
C%�

 0�	
� ;�9����D� '��� �� ��� ��
�
�	�
�
 �P 
� �(" � ��� �� �
�� �� �J�� �
�� �� �J�� �, ��	� 	�
�
���� 	�� ��
�	���� ����
��� ����� ��
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2�%0 ;�9 R1 :�����	
���� �� �
���� +� 5 ��� ����� ���� ��������� �
	 ��� ����	� �� ��
����
��� ��������	 ��� ������ �� ���� �� �
	 �� ���� �� ���� �	����� ��� ����
�� ���
�	�
���� �
��� ���	�� 	��	�������� ��� ������� ��� 	�����
� 
�	
� ��� ���� �	����	� �
�
&
���
�� ������ ��� 	�����
� 
�	
� ����	������ ��� ����� �
�� ��� ��������� ��� ���
�� �� �

�	�����	� �� ����	������ 5 . ��� �
��� �
	 � �� <� � ��� �
��� �
	 � �� < �� ����
�� �
 ������� �������	���

K�#/� % � �(��-���
) ��� 
�
 �� �����
	

� ��� �
��
����� �� ?�
���
 �
��
��� ����
�!��	� ��	�� ��� �� �� �(
���� +'� ��	
 ����, ��	� ����
��
��� 	� �	�� " ��0�

��
 1

"	���" � ���� �� �� � ) 	 � � 	� � � �� � � �� 3 3 3 $���
 !��	� ���� �	� �� �� �� �� �	�� ����
��� ��� ���
������� �	 �
�� �� ��	� �
��!�
���� �!��	� �
��� C�	 ���� �$� ��� �D� .�	� �������
��� ���� �� �	
��, ��� �
���

� 88> �
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�
������ ���� �� �	�� ��� �
����
��� #� �(�	�
�� ��
���, ��� �
��� ���� 	�
�
���
���� ��� �
��
����� 8' �� ���� ����
���� ��	
 ��� �
��
����� �' ��0�
� ����
��� ��	����

�
��
, ��	� �%��� 	�� �
��� �� ����
���� ����� �	� 	.�
�����	 � $� �� ��	�
��	%��� )�

� ��� �J��� 
���
�	�� �	� !��� �� �"0 1


 ��	� �(�%��� �	(	� ��	� ����
��� ��
 � C��
 �����
	��
�� * �(����� 8D E

 �(�
�
� ����� ��� �
������� ��� �
��� ���� ��� ����	��� 
���
������� �� �	��
���� �� �
��
���� 0��� ��� �� �J�� �	� ���	
 ��� ����
���� �	 �	���

.�	� ��	%��� ���� ����
�	�
 �� �
����	
� �� �	��
���
�� ��� �
��� �� !���
�� �"0 ����� ��
 �(����

�!�� 8>, �� ���
&
� * �	��

��
 �� �� �
��� .�
�����
��� �
��� ���� ��� ����	��� %��� �
���
�W�
� �	 �	�� " C%�

 0�	
� ;�9D� 7� ��	�
)�	� ��������� �
������
 	� ��	%��	 �
��
��� ��� 	5���5�� ����� �����
�	� �� �	��
���
�� �� )�
� %�
�
�������� �� ��� !�

4���������� ����� ����
�(����

�!�� 
�
�
�� C%�

 ����

�!�� 89D�

1�3�� �54� !C .�	%��	 �
��
��� ��� 	5���5��
��� 	5���5��:�� �� :� 	; Z� ���%	� ����� ��
 � �� : ��
 �� �
�	�� � � 	 -[
�� �������� ��:� � ������� � ��� � �	��
 � �
� � ��
 � ��
� � ��� � ����:�

� � ��� �
�	�:
 � �
� � :�


 � ��
��

.�	� ����
�	��� ���� �(����

�!�� 8> �%�� �� �
��
��� �� ��	� �����
	
����
�
��
 ��� �
��
����� �� ?�
���
 �
��
��� ���� �!��	� ��	�� �� �(
����� O����
����� �	� ����� �	��
���
�� �	
 	� �	�� �� )�
� �� ����� �
���

�, �(����*�
�

� �� ��$�� ����� ��� �����
���, �� ��Q� ������ �� ����� ����� ��� ���� ��
��$�$�$���

K�#/� ' � �(��-���
) �� ����� ����� ��� �� )	�
����
 ��� �
B�
���� �
��
����� ��
?�
���
 �
��
��� �' �� �!��	� ��	�� ��	
 �����
	

� �� �
��
���� +'�

.�	� ����
��
��� ���� �� �	�� " � ���� �(
���� ��0�
 ��
 1

" �	�"�� � ���� �� �� � ) 	 � � 	� � � �� � � �� 3 3 3 $��� C;�<D

� �!��	� ��
�� �	� �� �� �� �� �	��, ��	� �%��� ��� ���
������� �	 �
�� �� ��	�
�
��!� �	 %�$�� �	� �� �� ��
�
 ��� �
��� ����
������ �	 ���� ��
���&�� * ��� ��
�� !�	��	
 �� ��� �
��� �	 �	�� " � ��0�
����� ���
� 	�� �
��� �� ����
���� ��	

�� �
��
���� ��
�
�� +' �� ���� �� " ��

.�	� ��	%��� )�

� ��� �J��� ����
%��
��� �	� !��� �� �"0 ��	
 �� ��� +' 1


 ��	� �(�%��� �	(	� ��	� ����
��� ��
 � C�(��� * �

� 	� ��
 ��	��D E

 �(�
�
� ����� ��� ���
������� �� T�U ��� �
��� ���� ��� ����	��� 
���
�������
�� �	�� ���� �� �
��
���� 0��� ��� �� �J�� �	� ���	
 ��� ����
���� �	
�	���

�(
��� ��� ����
� 
�
 �(����
�	�
 	�� �	��
���
�� �� �
��� �	
 �� �	�� C%�

 0�	
�
;�@D� �%��� ����, 
� ��	� )�	� ����
���
 �� �
��
��� ��� 	5���56� �	
 ��
�
	��
���  ��	
��
 �
��� �� �
�	����� �
�
� ��
��� �� �� : � �� �� �� ��
��&�
�
�	 �	�� +' �� � 	� � � ��� 7� ���
�� �
 �� �
�� � ��� �
��� ��
 � �� : �	
 �� ����
�� �� �
�
�� �� � 	� � � ���

� 889 �
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'� �� �J�� )�S�� �	� ��� ��	��
��� C;��D, C;�+D �� C;�;D, ��	� �%��� 1

(�� ���(� � ��
 � 	�� � ��� � ��� � ��� � ������ C;�=D

(� � ���(� � ��
 � 	�� � ��� � ��� � ��� � ������ C;�>D

#� ���� 1

���� �
��� � ��� � ��
 � 	�� � ��� � ��� � ��
 � 	�� � ��� � ���

���� � ��� C;�9D

.�	� ��	%��� ��
������� ��


� �� �
��
��� �	
 ��
� 	�
�
�� ��	
 �� �	��
���
��
+' C%�

 ����

�!�� 8@D�

1�3�� �54� !& �
��
��� ��� 	5���56�
��� 	5���56�:�� �� :� 	� �;

Z� ���%	� ����� ��
 � �� : ��
 �� �
�	�� �� � 	� � � �� -[
�� �������� ��:� � ������� � ��� � ��
 � 	�� � ��� � ��� � ��
 � 	�� � ��� � ���� �

��� � ����:�
� � ��� � �:
 � 	�� � �:� � ��� � ��
 � 	�� � ��� � �����

#� �!������� 	�
�	����� �� �
��
��� �� �(����

�!�� 8>, ��	� 
�	�
�
���� ���	
�
�
 �� �������� �
��
 	� ����

�!�� �
���

� �� �� ��
��� �	 �	��, �(����*��

� ��
��$��, ��	
 �	��

��
 ��� �
��� ��� �
������ ���� �� �
��
���� 0����

#� ����
�	��� �� �
�����	� ��	
 ��	� ��� �	���, ��	� �%��� 	�� ������$
�� ��
��$�$�$�� ��	
 ����� ������

����

T’ T’

caché_par_3D

2�%0 ;�@ R1 :�����	
���� �� ����
�� 1 5 �
�� ��
��� ������ ��� ������ �� ���� ����
��������� �
	 �� ���� �� ���� �	���� �
�� �
 ����� �� �� ������� �
 ����	������ �� �����
1� ���	 ��������	 ��� ��
�	
�����

��L� 3��"#� O���� ����� �	� �!��	� ����� �� �(����

�!�� �� )�
� �� ��$�$�$��,
�� ��Q� ������ �	 ����	� �	 �
��
���� �� ?�
���
 �
��
��, �� ���� �� �� �
���)�
�
��� �� �
������ �	��
�
���� +', �� )�
� �� ��$�$�$�� �� �	
 ��� ���� �
���

�
�� �� ����
� �� %�$��� �� ���
��� ��	
 �� �
���&���

�(����

�!�� ������ ��	
 �� ��� +' ��� �
������ ���� �(����

�!�� ���
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��	����� � ����	 ��� �	 
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��
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������ �� +' ��	
 ��� 
�����
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�
���� �� ����� ���
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1�3�� �54� %, '
��
���� �� ?�
���
 �
��
�� �� +'
���%�����5,������5#������56�:);

Z.���� � / ����
 ��� �	�
�� ��#� ��![
�� /��� 2 �� 8 * $� <# ��
�� /��� , �� 8 * $� <# ��
��  ���	� �	 �
��
���� �� ?�
���
 	�
�
����
����� ���� �� �	�� "�� ��
�� 7� �� /���
�� 7� �� /���

Z.���� $ / ����
 ��� ����

�� ��#� ��![
�� /��� � �� 8 * $� <# ��
�� /��� , �� 8 * $� <# ��
�� ����
�	�
 �� �	��
���
�� �� �
��� ���� �� �	�� "�����

�%�� �� �
��
��� ��� 	5���5��
�� 7� �� /���

��� 7� �� /���

Z.���� ( / ����
 ��� ������
� ��#� ��![
��� /��� � �� 8 * $� <# ��
��� /��� 2 �� 8 * $� <# ��
��� ����
�	�
 �� �	��
���
�� �� �
��� ���� �� �	�� "��� ��

�%�� �� �
��
��� ��� 	5���56�
��� 7� �� /���
��� 7� �� /���

)8%8F8! 1�#���� �5��� *��

7��
��	
���� ��	� �(���
� �	���	�� �����
���� .�	� ����
��
��� ��
 �� �	
�� 	� �
��
�
���� �� ?�
���
 ���� %� �� �
����
�� 
, �(��� * �

� � ! �
 � .�	� ����
��
���
�	��
 	�� �
�
�� % ���� �
 �� �� ���� �$ �� �
�-���
�� �
�!������� �� ��
��� �� �
 �	

%� �	
 ����� �
�
��, ��	� ������ ����
��
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 	�� �

�
��, ����� �, �� 	� %����	
 	�
��

�
�� ���
&
� * 
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��	

� 	� �
�
� ��� ��
��� �� %� .�	� ����
��� �	��
 �������
 ��� �
���
�� � �� * � ���� + � �(�������� ��� �
��� �� � ���� �� ����	�� �����
�� 
���
�����
�� �
�
�� %� O���� ������� ��� �
��

���� �� ���%�$
�� ��� ����	��� �� ?�
���
, ��
�
����� ��������� �(	� �
�
� ��� ����	��� �� * �� ���� �� �� �
�
�� % 1 �(
���
����
��
�(	� ���%�$� �%�� 	�� �
�
�� ��� 	� �������� � ��
� ���� ��� ��� ������	��, ���
�������� ���� ���������� �
�������

��	
 �
�	%�
 ��� ����
%��
��� )�
��� �� �' �� �� +' C���� ��� ������ � �� +D, 
�
��	� )�	� ����
�
 ��� ��	$ ��
��� �	
%���� 1
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� ;��=����, �� ����
� �	� �� ��	������ 
������ �� �����
�� ����4 �
�� �	
 �� �
��!�
��� ��
��&�
��� ��� )�
��� �&��	�������� �	� �(�� ��	� ����
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 ���� ��� �
��!��
�(�$��
�	��� ��
 �� )�
� �	� �
 �� �!�
�!� �(�������� ��� ��
��� �(	� ��	������ ����
�
��
 ��	$ ��
��� �	 �����������
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������ �� �, ��	� �������� �� )����
�������
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�� ;��> �� ;��9 
��	��
��� �� ����	� �	 ��	������ �	
 	� ��

�
�� 	�� )�
�� ���
��B���

(���� &��������� 	� 
���������

.�	� �%��� �
������ 	�� ��0�
�
�� �� ��	������ �
��
�� ����� �	
 �� ���
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2�%0 ;��> R1 4�������� ���� 	���
���� 5 ��� ��������� 
�	
� ������"�
���� 
��� �� � 
3�
�� @� � �
� �� ��� �	
��� ��� �
	
�
�	�� ���� �� @��� 
��� ��� �������

������
�� ��� �� ��
	��	
� �� �"�� ����� �� ��

���������� C2��3(�� �
���D �� �	

�����
	
� �� ��	������ �� ����� ���
��� C�
���

� �� �� ����
� �� ��
��� �� �(
����D�
.�	� �%��� �	��
 	�
�
�� �	���	�� ���!�
�	�� �� �
���
0���
�� �� ��	������ �	
 ���
�

�&
�� ����	$ �� 1���"� C8@@<D�  � �
�%�
� ��	� � ��
�
� �� %�

0�
 �� )�
���
�
��
�
��
�	� �� ����� ���!�
�	� �� �����
	��
�� �� ��	�������

'� ��	�, �� ��	������ ��	� �(�$�
�

� �� �� �J�� ���
&
� �	���� �	� ��
� �� �
�
����
�� �� �(
���� �� ��	
 ��� )�
��� �� �

���� %�

���� #� �B��, �� �����
	��
��
�	 �
��
���� �� ?�
���
 �
��
��, ����� ��	� �(�%��� %	 �
����������, �� )�
�
�� ����� ���
���� ��� ���!�
�	�� �� �
���
0���
�� �� ��	������ �
�������� �(������
�	��
 �� �
����
�� �	��

�	
� C%�

 1���"� 8@@< ��	
 �� ��� +'D�

.�	� �%��� ���� 	� ����

�!�� ���
��� �� ����� ��	
 ��	�� �
����
�� �	
 ��
�
��� �(�$�
�

� 	� ��	������ �(	�� )�
�� �
��
&���

'��� �� ��!��� �
�����, ��	� �(�%��� ����
�	� �	� ��� �
���
0���
��� ������� �	
��	������ ���� �	�	�� �
���
%��
�� �� �	������	� �
��

��� �������
�	��  � �
�%�
�
�� �
���
0���
�� ������� ����
�W� ���� ����� 	�� ��
�����
%� 
���
����� �� �����
���
��!��

�	 �
%��	 ��� �
���
0���
��� ������� �	 ��	������, �� ����
�	��� �	�
�� ���
�
��!�� ��	%��� J�
� ��%
������� :� ��	�, ��
 �$�����, �
�����
 	�� �
���
0���
��
��
 �&���	���� �� 
�)�
��� * ��� ���!�
�	�� �����
�	�� �� ������
�� �� �����	
 �� ����
�"�� �(
������ �
��
, 	� ��� �
�����	� �� �
���
0���
�� ���
�	��
�
� ��	$ ��

�� ��
��	
�� ���� @�� �� ���� @�� �� �	
�
� �� )����
�������� �	
%��� 1

8� �
 ���� 5 �� �� @��� 5 @�, �� ��
�� �	 ��	������ ��� �����
%�

�� �
 ����  �� �� @���  @�, �� ��
�� �	 ��	������ ��� �	��

��

+� ���� �� ��� 
���
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�
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Points rejetés

ρ1ρ0

α1

α0

2�%0 ;��@ R1 :�����	
���� ��	 �� �	
��� ��� �
	
�
�	�� �� �
 ������"�
���� �� ���������
�
	 �&���	�����

�	 ������� ������ �� �� ��0�
�
�� ;�9 C%�

 0�	
� ;��@ ��	
 	�� 
��	��
��
�� ����
�� �
��!� ��� ��
��&�
�� �	 ��	%��	 0��
�D�

�	
 �� ���� ���!������
�	�, 	�� ��
�����
%� 
���
������� ��
�
� �� �����
�
���
�� �� �"�� �� ��	������ �%�� ��� �$�� ���
��� ����	��� ��
 ����� �� ��

�����������
�	 ���* �� ����� �����
�
���, 1���"� �� �"0 C8@@>D ��� 
��	��
� 	�� �$�
���
�� ��
��	������ 	�
�
���� * �� )�
� �� �
��
���� �� ?�
���
 ����
�	 �� �(�$� ���
�� �����
��
* �� )�
��� /�� ��� ����	� !"�

�� �� ��	������ �� ������ �	
 ���
� �
��
���� ��
?�
���
 �
��
�� ��	� ������ J�
� 	�� ��
�����
%� 
���
������

'�' 0��� �,��� �� �������.��� �����(���

'��� ����� ��
�
�, ��	� ��	� 
���
������ �	$ ���
��� �� %
�
�
�
�� �� ������

� �
��
�
&�� �� �� ���

�	� ������
�	�� �(
���
J� �� ��0�

 �� ���� �	�
�� ��� ��	��� 1 �(	��
��
� ��	� �	�������� �� ���&�� �
��
�� �(	� ��	%�� �	�
� �(����"��, ��
� ��	� 
��
������� �	��
 * 	� ����
� �
��
�	� ���� �� ����
�	��� ����
���
��� C��
 �$�����
�(���
�����
� %

�	���� 
����

� ���
����D�

#� ������

� ����

�!�
�	� �����
�	�, �� ���
�� �� %
�
�
�
�� �� ��0�
� �� �� ���
�
&
� �	
%���� 1 ����� ����� 	� ����
�� �%�� ��� ��������� ���"����	$, 	� ��
��
��� ������� �(	� �	�
� �
 �� ������� ���
� ��� ��	$ ��
��� �� 
������
� �	�	� ����
������ #� �� ������ �	
 ����� ��0�
�
��, ��	� ��	%��� ��0�

 �� ���
�� �� �!��
�
������
�	��  ���
��
��� ��	$ ��
��� �� �� �
��!� �� %
�
�
�
�� ���� ��� ������� ����
��� ������� ��� ��������� ���"����	$ �� ��� ��	$ ��
��� ����
��
��� ��� �
J��� ��
�� �
��!� ��

��������� * �� 
����
�� �
��

� �� %
�
�
�
��, �� ���� �����
��� ��
 ��
�
������ �	��
�
����� �
��
, �� �!��
� ������
�	� C�	 ��	� ��	
� �!��
�D ���
� ���
��	$ ��
��� ��

������ �	 ��	� ��	
� �!��
� ���� �� �
��!� �
������� C#� !��% ��
�"0, ����E ������ �� �"0, 8@@�D� �� 0�	
� ;�+� 
��	��
� ��� �
B�
����� ��0�
�
����

#� ������

� �
��
&��, ��	� ����
��
��� 	� ����
�� ���� ��� ��������� ���� ���
��������� �� �
$��� �����$��� /�� �
��
&
� ��0�
�
�� �� %
�
�
�
�� �
��
&�� � ���
�
������ ��
 ���""� C8@@8, 8@@;, 8@@@D�  ������
 �� ���� �	
 �� �
��� �� �
�
�� ��
!����� �� C8@=<D 1 �� ���� �� %
�
�
�
�� ����
��� * �
���
 �� ������� �� !����� ��
���
� ��� ��	$ �
$��� �� * %�

0�
 �	(�	�	� �������� �(��� 
������
�� #� �� ������
�	
 ����� ��0�
�
��, ���""� �
����� �	��
 	� ����	� �� �!��
� ������
�	�� .�	�

�%
���
��� �	
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��!� 	���
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� 8;� �
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2�%0 ;�+� R1 :�����	
���� ��� ��"������� 5 ! �
����� ���� ��� ������ �
�� �
 <��� �����
���� �������� �� ����� 	����� L �	����� �����	������ �� �	
��� �� ���������� �� �� ����
���	� ������ ��� �	
�� ���	� �� ����� 	���� �� �� ����� �����

��
 �� �	
��, 
����� C8@@@D �
����� 	�� ���
��!� ����� �	
 ��� ���
��� ��
����
����

� �� �� �
��!�� '��� �� ��� �', �� �!��
� ������
�	� ���
� ��	$ ��
���
��� ��0�
 �� �� ���
&
� �	
%���� 1 �� �������� ��
 ������
�
 ��	� ��� �!��
��
;������$�� -�
����� ��� ��	$ ��
��� ����
��
��� #��	
��, * �!��	� �
$�� %
�
�� ��
 	�
�!��
� ;������$�, ��	� �B������ 	�� %���	
 �	��

�	� �	
 ��

������ �	 ����
�
�� �!��
�� �	
 ������� ��
 �� ��
��� 5
��������, �� ��	� ��	
� �!��
� ��

������
�	 �!��
� �	
 ��$
�
�� �� ����� �� ��� %���	
�� #� �(�	�
�� ��
���, �� �!��
�
������
�	� ����� ��
 ��� �
$��� ��� ���� ���	������  � �
�����	� �� ����
��
�� �
&�
�
�� �	
 ��� �	
)����� 
����� � ����
� �	� ����� ��0�
�
�� �� �!��
� ������
�	�
�	
 	�� �

��� �' ���� �������� ��

������ * 	�� �
�
�� �
��
&�� �'�  ��������,
���� �� ��� �	
)��
�	� �	 �%�� ��� ���������, �	�	�� ��	
%������ �%�� ��� �
�
��� �

�	�	�� �
��

��� ���

�	� �� �� �
������ �
��
 ��0�
� �(��� �
�������  ���� ���
��!�
* �(�%������ �� �� �� ����
 �	� �	
 �� �
��!� �(��-������ ��� ��
��� �� ��	� ���� ��
����
��
��
 * �(�	�
�� �

���� 
��	�
&
���

'��� �� �	
 �	
�, ��	� �
������� 	�� ��0�
�
�� �� %
�
�
�
�� ����� �	
 �� ���
�� ��
�
�
�� �
��
&�� C%�

 �!��
�
� �D�  ���� �
����
�
�� ��
��� �(	�
�
���
�� �(����

�!���
�M����� ��	
 �� ���� �� %
�
�
�
�� �
��
 �	� ��	
 �� ����	� �� �!��
�� ������
�	���

'��� 	� �
��
�
 ����� ��	� �
�������� ��� �
B�
����� ��0�
�
��� �� �� ����	� ��
%
�
�
�
�� �
������ .�	� ���

%��� ��
 �� �	
�� 	� ����

�!�� �M���� ��	
 �� ����	�
�� �!��
�� ������
�	�� ���� �	
 ���
� ��0�
�
�� �� %
�
�
�
��� #�0�, ��	� �������
�	���	�� �
���� ��	
 �� ����
��
���
�� �� �
����
�� +�

 ���� ��
�
� ��

������ �	$ �
�
���� �����4�""� C����D �� �����4�""� ��
�"0 C�����D�

(�(�� 6��������� 
��� 
	� 
�����	� 
����	��

)8)8!8! ���#� ��� �� ��7� � ���

'��� �� �	
 �	
�, ��	� ������ � 	� ����
�� �
��
�� ��

��������� * 	� �������� ��
�
$��� ,������$��� :� ����
� 	� �� �����������

� �� ��  � �����������

� ��
�
������ ��
 �� �	
�� 
��
B�
������ �� ���� �	 ���������� ��� ����
����� ��
 �� �	
��,
��	� ����
��
��� 	� ����
�� � 9������$��

��
 ������
� �%�� �� ��� ���"�����, ��	� ��0�
����� �� %
�
�
�
�� �
��
&�� �� ��
)�S�� �	
%���� 1
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���� ������ �� ������� �� �	���� ����	
�� .(�������  ����
�� � �� � ���� ��� ������

��
	�������� ! ��

�%��� �� ����
�	�
 �%�� �� �
���&�� �(��
�	����� �� %
�
�
�
��, 
�������� ��� �
���
���
� ��� �
�
��� �
��
&��� �� �(
���
����
�� �� ������ ���� �(������ ��� ��
��&�
��
%	� �	 ��
��
��!� ������8�

�� �
��
��
���
�� 9	�� :���	���� ;�
���<
���� C�	 K7HD �(	�� �
�
�� 
�����
�(��	��
�� � � ��� � ��� �(�������� ��� ��
��� �
��
��� %�

0��� 1

���� �� � ���� �� � ��	 � �

�
� ��� � � �  �

�
�

�� �!�
$ �	 �
�����	� �� �
��
��
���
�� �(� �	�	�� 
�A	���� �	
 �� ���!���� .�	�
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Chapitre 5

Mesures sur des objets discrets
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q points de la tangente
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autres points de la courbe

points reconnus du segment partant de q

premier point rejeté du segment

milieu du segment [lq]
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Annexe B

Preuves de convergence
asymptotique
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Annexe C

Programmation linéaire :
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