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CHAPITRE X : RESOLUTION DE PROBLEMES

I . INTRODUCTION

Nous annoncions, en premiére approximation, 1'hypothése suivan-
te que nous n'avons pas encore confrontée aux faits dans ce travail :

"PLus un professeur se centre surn ses geeves de manidre non-dinective ot plus
ses 2Loves obtiennent de bons nésultats scolaines aux niveaux 4, 5 et 6 de
La taxonomie de BLoom"

Des auteurs comme Aspy et Roebuck(l) ou comme Dupont (P.)(z)
utilisant des enregistreménts au magnétophone des discours mafitre-éléves ont
montré, en analysant ces discours & 1'aide de 1a taxonomie de Bloom que
les maitres suscitaient surtout de 1a part de leurs éléves des réponses qui
pouvaient &tre répertoriées comme des "rappels de parcelies spécifiques
d'informations", et qui se situaient donc au niveau 1 de la taxonomie.
Cependant, les maitres davantage non-directifs suscitaient plus que les
autres des interventions d'@léves se situant a des niveaux plus élevés,
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(1) Cf chapitre IV

(2) DUPONT (P.) : L& dynamique de la classe - P.U.F. - 1982 ~ p. 126-138




Ce résultat exp&rimental n'est pas surprenant, car rappelons-le
tre non-directif c'est avoir une confiance fondamentale dans le désir et
/ﬂes capacités d'apprendre des &leves et des &tudiants : c'est par 1a
méme, faire confiance en leur capacité de "trajter" le réel qui les entoure(ll
d'analyser celui-ci, de produire un ordre qui leur est propre, d'évaluer
les productions des autres et surtout les leurs. Cette confiance peut se
traduire concrétement par le fait que le maftre propose 3 ses éléves des
stratégies "ouvertes" ol ceux-ci auront une liberté de pensées, d'actions
et de productions. A 1'opposé le maitre directif, qui ne fait pas confiance -
aux capacités de traitement du réel de ses éléves, va se substituer a ceux-ci
pour Teur montrer ce qu'il convient de faire, ce qu'il convient de produire,
e qu'il convient de penser.

Analyse, production d'ordre, évaluation sont bien des activités
que 1'on peut associer aux niveaux 4 (analyse), 5 (synthése) et 6 (&valua
tion) de Bloom, une synthése pouvant &tre considérée comme la mise en ordre
d'un ensemble d'informations.

Pour confronter notre hypothése de travail @ des données issues

- de notre terrain expérimental, il nous a semblé que le domaine de la ‘
"pasolution de prob1éme§ pouvait se préter & une exploitation intéressante

. car il peut susciter ou non selon la fagon dont il est exploité en classe
des activités de la part des apprenants se situant aux niveaux de complexité
cognitive qui nous intéresse ici. Par ailleurs une référence aux textes
officie]s(z) nous apprend que 1'entrainement & la résolution de problémes
fait bien partie du rble de 1'enseignant de mathématiques :

*la pratique fondamentale sur quod repose pour £'2L2ve E'entrainement au
Lravall personnek, est celle des problemes : L ne faut pas craindre d'en
posen de peu fonmalisée et d'énoncds concdis”,

{1) Les ressources diverses fournies par 1l’enseignant font partie de ce
réel -

(2) B.O.E,N. n° Spécial 5-3-81 - p. 80
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La résolution de problémes peu.formalisés,d'énoncés - concis
fait partie, et ce explicitement, des objectifs d'apprentissages de

la classe de seconde. C'est un objectif de cette nature que nous avons
retenu pour construire Tes épréuves que nous allons présenter ici .

Le champ des travaux, des recherches portant sur Ta "Résolution
de probiémes” est extrémement vaste et montre 1'extréme variété de situa-
tions que 1'on peut qualifier de problématique : i1 nous a semblé pertinent
d'essayer de situer les problémes que nous allons utiliser ici dans un champ¥
plus vaste de situations pouvant faire 1'objet d'un traitement relevant
de 1a résolution de problémes.

Par ailleurs, "la résolution de problémes” est un champ qui est
exploré de maniére expérimentale par les chercheurs, actuellement surtout
i 1'aide de méthodes cliniques(l) qui ne pouvaient convenir ici. Aussi
avons-nous eu recours a un questionnaire de forme ouverte et nous expli-
querons les critéres qui nous ont servi & son &laboration : celui-ci nous
permet d'obtenir un matériel riche en ce qui ¢oncerne la variété des proces-
sus de résolution mis en oeuvre par les éléves mais qui se préte plus diffi~
cilement & une étude quantitative. C'est cette difficulté qui justifie, dans
notre travail, 1'utime pTacé que nous réservons a ce domaine important

de la résolution de problémes.

- ] - Y A -

{1) Observations directeés selon diverses modalités, de personnes, qui résel-

vent des problémes.




II - PROBLEMES ET RESOLUTION DE PROBLEMES

n_-A ~ (38néralités

Un survol de la littérature abordant 1'analyse des compor-
tements de résolutions de problémes (0léron (1963) : Boirel (1966) ,
Goguelin (1969 ) ; D'hainault (1982) ; G Karnas (1967) ; Guilford (1967) ;
Gagné (1965)) , semble & la fois indiquer une parenté entre les recher-
ches exposées et en méme temps une disparité assez grande.

Les exposés(l) faits par différents auteurs & la XXVIIIéme
rencontre organisées par la commission internationale pour 1'étude et 1'amé-
lioration de 1'enseignement des mathématiques montrent &galement que méme
dans le champ restreint de 1'enseignement des mathématiques, cette notion
de probléme reste complexe et peut faire 1'objet de multiples points de
vue et de multiples traitements. C'est ainsi que G. Glaeser déclare

"1L négne dans L'immense Littérature consacnie 4 La question une confusion
fondamentale. La grande masse des autewrs n'ont pas saisi La distinction
entre L'exencice didactique et Le problime, ce qui, d mon avis, enfive beau-
coup de valeuwns a4 Lewrs travaux.,..”

Par contre, i1 semble que tous les auteurs reconnaissent & la
résolution des problémes une place majeure dans 1'enseignement des mathéma-
tiques.

o o e Sk N

(1}JComptes rendus de la XXVIII°™ rencontre organisée par la CIEMEM -

Louvain La Neuve - 1976
{2) opus cité : Heuristique générale - difficulté d'un probleémes - p. 35
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Comme le dit G. Brousseau (1)

"Un 2LEve ne fait pas de mathématiquéa sl ne se pose el ne résoud pas

de problémes. Tout Le monde est d'accord La dessus. Les diﬁﬁicuttéé conmen-
cent Lorsqu'il 8'agit de saveir quels problimes (L doit se poser, qui Les
pese et comment",

Cette méme “interro%ation se’ retrouve par exemptie dans ces propros tenus
par A. Z. Krygowska 2)

"Qu'est ce qu'un problime mathimatique ? Les définitions donnies ne

sont pas satisfaisantes et en fait La question est mal posie : ce que nous
devons discuter ¢ 'est : "Qu'est ce qu'un bon probLeme mathimatique ?
Bon, de points de vues difgénents, selon des criténes difftrents...”

Ces quelques remargues suffisent nous semble-t-i1, & suggérer
que Ta notion de probléme est importante et complexe. Pour traiter “ce
probléme des probiémes”, i1 serait peut-&tre intéressant de disposer de
"typologies de problemes" construites & partir de critéres différents et
permettant d'opérer des classifications diverses de problémes., La multipli-
cité des critéres possibles, des regards que 1'on peut porter sur la
notion de probléme nous semble rendre difficile 1'émergence d'une typologie
unique qui puisse satisfaire tous les utilisateurs, enseignants et chercheurs.
L. d'HainauIt(S) est a notre connaissance un des rares auteurs ayant tenté
ainsi d'é&laborer une typologie qui se veut exhaustive. Notre intention
dans ce qui suit n'est pas de proposer une typologie des problémes qui pour-
rait étre opératoire pour des enseignants de mathématiques, mais plutdt
quelques reflexions, quelques critéres qui pourraient &tre utiles pour
1'élaboration d'une telle typologie.

T MR R e o e T —— it o o W e v —

(1) opus cité : Les obstacles épistémologiques et les problémes en mathéma-
tiques - p.101
(2} A.Z. Krygowska : Le probléme des probl2mes - in Comptes-Rendus de la

XXVIIIémEz rencontre organisée par la CIEAEM - 1976 - Louvain La Neuve -
p. 29 .

3} L., d'Hainault : Des fins aux objectifs de 1’éducation - F. Nathan -~
1980 ) p. 283-380 '
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B - Vers une typologie des "problémes”

a) lLa typo1ogie.dé.d'Hainault(l) :

Le modéle proposé par L. D'Hainault est complexe et on ne saurait 1le
présenter ici dans sa totalité. I1 est cependant intéressant de voir comment
celui-ci esquisse en premiére approximatien une typologie des problemes :
Cet auteur sdppose le passagé d'une situation initiale non satisfaisante,

& une situation finale satisfaisante et distingue trois facteurs :

1 - La classe de 1la situation initiale
2 - Le processys de résolution
3 - La classe de l1a situation finale

I1 y a dit~i1, résolution de probléme quand au moins un de ces trois facteurs
est nouveau pour celui qui résoud le probléme. C'est ainsi que le processus

de résolution peut &tre familier {ce peut-&tre 1'application d'une combi-
naison connuede principes familiers) mais la situation initiale étre tout

a fait nouvelle : ce qui fera probléme pour le sujet, c'est que cette situa-
tion nouvelle n'appellera pas d'emblée le processus de résolution.

11 est intéressant de noter que L. d'Hainault ne préte pas un
caractére dichotomique & la nouveauté (ou & Ta familiarité) d'un des trois
facteurs. C'est ainsi qu'il &crit :

"le critine optrationnel de niveau du problime, La famifianité, n'est pas di-
chotomique car contrairement & ce gqu'on powuiait penser au premien abord,

ce n'est pas une question de Teut ou nien : entre Le processus ou La situa-
Lion de type bien connu, d'une part, et Le processus ou La situation de

type entitrement incomnu d'autre parnt, on peut imaginen différents degrls

(1)L. d'Hainault : De la fin aux objectifs de 1'éducation - F. Nathan -
1980
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et méme un continuum dans Le niveau de La famifianite”.

Pour des raisons pratiques, cet auteur se contente de distinguer trois
niveaux qui sont "le familier, Te rencontré, et le nouveau”. C'est 14 une

“distinction qui peut se faire en situation scolaire en fonction des
apprentissages antérieurs de 1'éléve et le caractére "rencontré" nous
semble &tre une dimension courante.

Le modéle de L. d'Hainault nous semble cependant réducteur en ce
sens qu'il peut masquer certaines activités qui relévent de la résolution
de problémes : c'est ainsi qu'une personne peut trouver qu‘une situation
est.problématique(l) parce qu'elle ressent celle-ci comme insatisfaisante,
sans pour autant savoir ce qui pourrait &tre pour elle une situation satis-
faisante : la fixation d'objéctifs, de buts, la définition de situations pou-
vant tre considérées comme finales fait alors partie intégrante du proces-
sus de résolution du probTémé. C'est par exemple un point de vue analogue
que 1'on trouve exprimé par Dewey dés 1910 lorsque celui=-ci propose les
étapes suivantes pour décrire la résolution d'un probléme :

une difficulté est ressentie

des solutions possibles sont envisagées

Tes conséquences des solutions sont évaludes
une solution est acceptée

Certains pourraient nous faire remarquer que nous nous &loignons
ici de la résolution de problémes que 1'on pourrait rencontrer dans une
classe de mathématiques; 1'exemple suivant nous prouve le contraire :

C'est Te cas d'éléves de seconde qui se sont posés en accord avec leurs
enseighants de mathématigues, le probléme "du travail et des loisirs des

e e e e S e e e

(1) On pourrait distinguer situation problématique et probléme : la premiére
pourrait se définir comme une situation insatisfaisante, le second comme un
couple de situations fermé d'une situation initiale insatisfaisante et d'une

situation. finale repérée comme satisfaisante.



camarades de Jeurs 1ycées“(1). Poser de telle sorte, le probléme implique
pour 8tre traité que les élaves se fixent des objectifs : que veulent-ils
savoir ? De fagon concréte, ce probléme a nécessité la construction d'un
questionnaire, sa passation et son exploitation. Bien qu'inhabituel

ce genre de situations problématiques pourrajent étre davantage développer
dans 1'enseignement et faire par éxemp]e, 1'objet de rapports synthéti-
ques de la part des apprénants.

b) Un critére de classification des problémes “1'ouverture"

Nous porterons fci essentiellement notre attention sur la situation initiale
que nous pouvons définir, pour nous référer a un contexte de situation
d'apprentissage, comme celle dans laquelle se trouve placé 1'éléve et qui
est censé(z) déclencher son activité. Nous supposerons bien sir, comme

le fait Oléron(3) gque

"Le ndpertoine de niponses immédiatement disponibles chez fe sujet ne permet
pas & celui-ci de fouwmnin une A€ponses approprile a La situation™.

IT nous parait intéressant ici de nous demander en Quoi nous
pourrions quaiifier une situation problématique de plus ou meins ouverte
pour celui qui tend de la résoudre. L'ouverture pourrait &tre considérer
comme un facteur tendant & décrire l1a liberté de pensées, d'actions et de

-~

productions Taissée & celui qui résoud le probléme. On peut utiliser la

£1] Cet exemple est décrit dans "Themes en seconde® - collection Inter IREM
publié par l’ensemble des IREM - 1881 - p. 194-205

Les crues de la Loire en 1880 dans la réglon du Puy ont fourni i'occasion
d’une situation problématique anelogue.

{2) 11 se peut qu'une situation reste &irangere & l'éléve, que celui-ci ne
voit pas en quoi elle pourrait constituer un probléme pour lui

(3) Oléron : Les activités intellectuelles - in Fraisse et Piaget - Traité
gde Psychologie expérimentale - Tome VII - P,U.F, - p. 28




connotation “topologique" du terme ouverture avec 1'image suivante qui peut
représenter une situation analogique : Une personne placée géographique-
ment en un point donné doit quittér le lieu ot elle se trouve, se déplacer :
la situation dans 1aqué11é se trouve cette personne sera plus ou moins ouver=
te, selon la multiplicité des buts ol elle peut envisager de se rendre, et
selon la connaissance qu'elle a ou non de parcours qu'elle pourrait effec-
tuer pour se rapprocher du but choisi. I1 se peut qu'un seul parcours lui
permette d'atteindre son but, mais c'est la connaissance & priori qu'a
cette personne des parcours possibles qui détermine 1'ouverture ou la
fermeture de la situation(l). Moins elle a d'informations sur les "bons
parcours", et plus elle pourra essayer de parcours pour tenter d'atteindre
son but.

Pour revenir aux situations initiales qui pourraient &tre propo-
sées par des maitres aux &léves, nous pouvons & leur propos nous poser les
questions suivantes :

- La situation initiale implique-t-elle la détermination d'objectifs
a atteindre ou ceux~c¢i sont-ils contenus dans ce qui constitue la situation
initiale ?

L'exemple, cité ci-dessus, de 1'enquéte réalisée par des &@léves
sur le travail et les loisirs de leurs camarades de lycées constitue une
situation qui implique que les éléves se fixent des objectifs. Par contre,
maints problémes mathématiques posés sous la forme “Etant donné.... montrer
que...." contiennent dans leur formulation 1'objectif a atteindre qui est
la découverte d'une démonstration permettant de lier  hypothéses et
conclusions, |

On peut considérer, c'est un regard possible parmi d'autres, la
résolution de problémes en situation d'apprentissage comme la simulation

(1) Ainsi un problémz en mathé&matigues est qualifié d'ouvert par la commu-

nauté des mathématiciens tant gu'il n'a pas été résolu.



de ce que pourrait avoir @ faire les apprenants dans un autre contexte comme
celui de Ta vie professionnelle, ou de la vie courante; A ce titre, il

nous semble qu'il est rare qu‘un probléme, dans ces contextes, se pose

avec des objectifs précis a atteindre, et qu'une phase nécessaire de la
résolution du probléme est 1a détermination, en groupe ou individueliement,
d'objectifs. Cette phasé,.nous semble-t-i1 & une place souvent trop mini-
misée dans l'enseignemént et i1 serait bon de temps en temps de proposer

aux éléves des situations qui impliquent sa mise en oeuvre.

- Le but étant fixeé, la situation initiale contient-elle ou non
des indications sur un processus de résolution ?

La situation initiale peut contenir des indications sur des
activités que pourrait faire 1'éléve, sur des formulations & adopter, sur
des étapes a franchir, sur des validations & opérer...

Voici, 8 titre d'exemple, & partir d'un méme théme problématique, trois
facons différentes de présenter la situation initiale aux éléves

On dispose d'une plague carrée en carton qui mesure
60 cm de c6té et on veut réaliser 3 1'aide de celle-ci

Partie commune une boite ouverte de la maniére suivante :
aux trois situa- On découpe a 1'aide d'une paire de ciseaux, aux quatre
tions coins, des carrées €gaux (fig n® 1) puis on opére

des pliages selon les pointillés de la figure n® 2,
de fagcon & obtenir une boite sans couvercle.

fign® 1 ' Fig n°® 2
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Premiére situation :

Comment faut-i1 choisir les carrés pour que Ta bofte obtenue ait
le plus grand volume possible ?

Deuxiéme situatigg :

Soit x le coté du carré. Déterminer x pour que la boite cbtenue
ait le plus grand volume possible ?

Troisiéme situation :

Soit x le coté du carré
1) Calculer le volume v(x) de cette boite en fonction de x
2) Construire point par point la représentation graphique de la
fonction qui & x assoecie v(x). On précisera son ensemble
de définition.
3} Pour quelle valeur de x obtient-on la bofte de plus grand volume ?

Le fait d'introduire x, dans la deuxiéme situation donne une indication
sur la fagon de formuler le probigme qui n'est pas contenue dans la
premiére situation. La troisiéme situation donne & 1a fois davantage
d'indications sur la formulation, (introduction de x et de v(x) et sur ce
que 1'éléve doit faire (tracé de courbe). '

I1 y a progression de 1'ouverture vers la fermeture : on pourrait encore
imaginer des situations plus fermées {par exemple en indiquant que c'est
pour x = 10 cm que T'on obtient Te volume maximum)}.

Ces diverses facons de présenter le situation initiale influent
sur les activités des €léves, comme nous le verrons par la suite.

Nous nous sommes centrés.str la "situation initiale" pour tenter
de décrire "1'ouverture d'une s%%i:i?on problématique” mais ceci ne deit

pas nous faire oublier qu'il n'y a véritablement de probléme que pour celui
qui tend @ le résoudre, et que les caractéristiques de celui-ci sont @ -



prendre en compte pour définir Iiouverture'd‘un probléme. Comme le rappelle
01éron(d)

"Rien n'est plus inexact que de considérer que fa nesolution d'un problime
est un processus fotalement néaﬁ,_comme on a tendance a Le faire parce qu'un
probleme  est, par difinition, une situation nouvelle et que La n€solution
implique une invention. L'observation, £'étude des zitonnements montrent

au contrairne que Le sujet met en oeuvre des procddis qu'il a défa eu L£'oc-
casion de pratiquen dans des situations antérnieures™.

Cette remarque nous renvoie au continuum “familier, rencontré, nouveau,"

de D'Hainault. En toute rigueur, i1 conviendrait donc de parler d'ouver-
ture d'une situation problématique pour un sujet donné (ou pour un groupe

de sujets donnés).

Comme nous 1'annoncions, notre intention n'était pas ici de
présenter une typologie opérationnelle “"des problémes" mais une réflexion
en faveur de typologies. Un caractére comme 1'ouverture pourrait autoriser
les maftres & varier selon celui-ci, Tes types de problémes qu’'ils proposent
a leurs éléves ; une autre typologie batie en fonction d'autres critéres
pourrait jouer le méme réle. En éffet, il nous semble que ltes problémes que
1'on rencontre dans les manuels présentent peu de variété, et ce peu de
variété est & 1'origine de comportements comme ceux constaté en Pologne
i 1'école "normale supérieure de Krakovtz)"

"Several researches conducted by mathematics students in the higher
school, 4in Krakov have schown that when facing a mathematical problem, a
secondary school pupil usually begins by Looking for analready known
procedure on algorithm that might be suited forn that problem. 1§ he cannot
gind any one Anstantly, the pupils often refuses Lo solve the problem
fust saying "1 camnot dot it". "

i e e R R e o B

(1)In Fraisse et Pisget : Traité de psychologie expérimentale - Tome VII -
p. 50

{2) M. CIOSEK : On strategies for solving mathematical problems - >(>(\.*'IIIé'T'B
congrés de la CIEAEM - p., 51
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Les &léves polonais, en 1'occurence, n'ont pas une attitude de résolution de
problémes dans la mesure oll ils se contentent d'appliquer & la situation qui
leur est présentée des principes connus sans chercher 3 combiner ceux-ci

en vue de la découverte d'une solution. Utiliser des stratégies péda-
gogiques permettant aux &léves de se confronter avec des problémes diﬁers,
nous semble pouvoir &tre la source chez les apprenants d'une variété de com-
portements nécessaires a la résolution de problémes tels que ceux ci peuvent
se poser dans des contextes hors-éducation, avec leurs varidtés, leurs
complexités. Développer deS'attitudes(l) chez Tes apprenants de résolution
de problémes, c'est activer des processus leur permettant de passer de situa-
tions insatisfaisantes & des situations plus satisfajsantes, c'est leur per-
mettre d'exercer leur tendance & 1a conservation et & 1'enrichissement, la
tendance 3 1'actualisation,.c'est activer le processus "apprendre”.

c - Réso]ution'détpfbbiémes el processus de mathématisation

a) Etapes dans la résolution d'un probléme

Nombreux sont les auteurs qui & la suite de Dewey (1910) décrivent le proces-
sus de résolution de problémes comme formé de diverses &tapes qui s'enchaf-
nent les unes & la suite des autres(z). C'est ainsi que parmi les mathémati-
ciens s'intéressant dans le champ de leurs activités & la résolution de
problémes, citons Polya et Glaeser :

Le premier distingue quatre phases :(3)

i Ak o ko gy A —

(1) I1 n'y a pas d'aptitude générale qui correspondrait & la résolution de
problémes, mais des classes d'aptituydes correspondant & des classes de
t&ches & excécuter.

(2) cf par exemple, & ce sujet : GUIILFORD The Nature of Human Intelligence
Me Graw Hill - 418967 - p. 343

(3) POLYA (G.} : Comment poser et résoudre un probléme - DUNDD - 1857




La compréhension, 1a conception.d'un plan, 1'exécution du plan, le retour
en arriére sur la solution.

Le second(l), quant a lui, en propose cing :

lLa préparation, le bricolage, 1'incubation, 1*inspiration, la vérification.

On peut cependant émettre deux critiques & ces présentations linéaires du
processus de résolution d'un probléme :

- La variété des problémes et des composantes individuelles de chacun
fait qu'il nous semble difficile de donner un schéma qui puisse &tre perti-
nent pour toutes les situations, qui puisse décrire de fagon générale les
comportements de résolution de probléme. C'est ainsi qu'un probléme peut
nécessiter pour sa résolution la détermination 1'objectifs, 1a recherche
d'informations supplémentaires ; ce sont 1a des &tapes qui n'apparaitront
pas nécessairement dans un autre probléme.

- La linéarité de présentation des phases nous semble &galement pouvoir
faire 1'objet de critique : i1 serait sirement plus pertinent d'imaginer e
processus de résolution d'un probléme particulier comme pouvant étre décrit
par un organigramme comp]éxe; avec des enchafnements linéaires, des boucles,
des embranchements divers (2),

Nous nous intéresserons dans ce qui suit & des types de problémes
tels que : - les objectifs 3 atteindre sont contenus dans Te situation
initiale
= le processus de résolution implique essentiellement 1'utilisa-
tion de principes et de concepts mathématiques.

e . T T e Bk ke = = T W R R e iy =

{1) GLAESER (G.) : Heuristique générale ; estimetion de la difficulié d’'un
probléme - in XXVIIT compte -rendu de la CIEAEM - Louvain La Neuve - 1976 -
p. 37

(2) GUILFORD propose ainsi un modéle complexe intégrant des sélections d'in-
formations, des évaluations, des reconnaissances, des productions d'idées,
des entrées et sorties de mémoires - cf The Nature of Human intelligence -

Mac Graw Hill - 18687 - p. 315




Nous utiliserons, pour décrire le processus de résolution de ces problémes
un modéle proposé par G. BROUSSEAU (1)

b) Processus de mathématisation

Le modéle de cet auteur, qué celui-ci désigne par le terme générique de
"Processus de mathématisation" est interactionniste :

"Les nelations de £'engant, & un moment donné avec Le monde qui £'entoure
constituent une situation,., mais une sifuation n'est pas statisque :

elle Zvolue dans Lo temps par sulte des Echanges successifs d'informations
et d'actions entre fe sujet et Le situation... au cours de ces Echanges,
L'enfant modifie son Lidée premiZre de La situation criéee et Eprouve un
compontement, un modele mental... c'est un processus dialectique" (2)

Pour décrire ce processus, cet auteur distingue trois dialectiques
entre des modéles correspondant a des structurations internes chez le
sujet et la situation : Les dialectiques de 1'action, de la formulation, et
de la validation.

- dialectique de 1'action "En agissant L£'enfant va amélioren ou dé-
grader  sa posdition, L& estimena &'étre rapproché de son but ou &’en Etre
Soignd, Lo modile wtilisé sena nenforcd ou abandonng” ()

En particulier, c'est par son activité que le sujet recueillera des infor-
mations sur les éléments, sur les relations entre les &léments composant
la situation ; c'est aussi par son activité qu'il pourra vérifier 1'adéqua-
tion de modéles impiicites ou explicites d'actions & 1a situation donnée.

(1) G. BROUSSEAU : Processus de mathématisation - IREM de Bordeaux - 1970
(2) idem p. 3
{3) idem p: 4



ra.ppr.oche

- Dialectique de la formulation "Pour qu'apparaisse objectivement,
dit Brousseau, ce que nous appelons de La mathématique, L'enfant doit expri-
men, & propos d'une situation, des informations pentinentes dans un Langa-
ge conventionnel dont LL connait ou chée Les négles : il ne sufgit pas
que L'enfant plact devant une situation ait L'envie et La possibilité de
La modigiern, L faut qu'il conétnuiAe une descrnipiion, une représentation
un modéle exp£¢cate"(ll
Ce qui est en jeu ici, c’est 1" exp11c1tat1on d'un modéTe implicite d'action.
Cette explicitation, se fait elle aussi progressivement, par ajustements
successifs. La dialectique de la formulation peut avoir comme conséquence la
construction de messages nouveaux d 1'aide d'un répertoire et d'une syntaxe
connus, ou la création d'un répertoire et d'une syntaxe nouveaux.

- Dialectique de la validation "Au cours de La dialectique de £a for-
mulation, a construction des messages mathEmatiques &'accomplit suivant des
negles qui sont encore implicites pour Les deux inie&ﬁocureuné(Z].

12 &'agit maintenant d'expliciten ces rigles, de précisenr Les conventions,
de dire pourquodi telle Beriture mathdmatique est cornrecte et powrquod efle
- est pertinente”!’)

I1 s'agit ici, pour celui qui produit un message et qui le considére

comme adéquat avec ce qu'il veut signifier, de fournir une explication
justifiant 1’exactitude de celyi-ci. |

L'explication peut se définir comme le fait Balacheff (N.)} par
un discours visant & rendre intelligible le caractére de vérité, acquis pour

(1) op. cité p. 5

(2) L'auteur suppose ici la présence d'une seconde personne comme récepteur,
la premiére qui résoud le probléme étant 1'émetteur,

(3) idem p. 9
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1e Tocuteur, d'une proposition ou d'un résultat(l). Ce discours formant
1'explication va s'édifier lui aussi, en dialectique, par une série d'ajuste-
ments successifs.

Ces trois diaIéctiques qui servent 3 décrire une activité de réso-
lution de problémes{de types donnés) ne sont pas & considérer comme interve-
nant successivement, mais elles interréagissent les unes sur les autres :
c¢'est ainsi que 1'action peut &tre facilitée par une formulation correcte...
Des conditions trop favorables a 1'action rendent inutile une explication ...
une tentative de constitution d'une explication peut déclencher des actions,
desformulations....

¢) Processus de mathématisation et taxonomie de Bloom

Nous nous sommes limité, ci-dessus, & des types de problémes qui impliquent
une activité de résolution qui peut &tre décrite & 1'aide du "processus

de mathématisation" de G. Brousseau. Par ailleurs, il n'y a probléme pour

un individu donné, que si sa structure cognitive ne luj permet pas d'assimi-
ler de fagon satisfaisante la situation problématique & une classe de
situations connues. En ce sens, et en référence au contexte d'apprentissage,
les items qui constituent les tests de connaissance que nous avons proposés
aux éléves des classes &tudies ne constituent pas des pr0b1émes(2). De

facon plus générale, des objectifs pédagogiques se situant aux trois premiers

T T = R = e =k e = e = = ——

{1) BALACHEFF (N.) : Preuves et démonstrations en mathématiques au college :
"Recherches en didactigue des mathématiques - Vol. 3 - n® 3 - 1982 - La Pen-

sée Sauvage. Il convient en particulier de distinguer "explication” ‘preuve’
et ‘démonstration”. La logigue d'une explication est interne au sujet, et
peut S8tre éloignée de la logique mathématique.

(2)C'est 134 une assertion élaborée en fonction du.contexte-id'apprentissage
en fonction de ce que les &lédves, dans celui-ci sent censés savoir faire.
La réalité semble &tre différente : certains items pour des éléves donnés

pouvaient pour ceux-ci 8tre des problemes.



‘niveaux de 1a taxonomie de Bloom, n'impliquent pas des activités que 1'on peut
qualifier de "résolution de problémes”.

Par contre, les processus mentaux apparaissant dans le processus
de mathématisation nous semblent impliquer les opérations mentales associées
aux niveaux 4, 5 et 6 de Ta taxonomie de B1oom(1). En effet, les dialecti-
ques caractérisant le processus de mathématisation nous semble, toutes les
trois, impliquer des activités relevant de 1'analyse, de la synthése et de
1'évaluation :

- Analyse : c'est Ta recherche d'éléments, de relations entre les

é1éments de principe d'organisation, constituant la situa-
tion problématique telle qu'elle est percgue subjectivement
par le sujet & un instant donné.
Ce n'est pas la situation problématique définie objective-
ment qui est objet d'analyse, c'est 1'organisation que le
sujet construit & propos de celles-¢i qui en est 1'objet :
a ce titre, une assertion produite par le sujet peut étre
objet d'analyse.

-'Sznthése : C'est la production d'ordre entre les divers &léments tivrés
par Analyse ; c'est dit Bloom, 1'opération qui consiste &
disposer et combiner les fragments, parties, €léments de
facon & former un plan ou structure que 1'on ne distinguait
pas auparavant.

Les trois dialectiques visent & produire un ordre. Le bon
ordre, celui qui sera retenu, n'est pas de maniére généra-
le, le seul ordre qui sera produit par lesjet au cours

de la résolution du probléme. Maintes organisations produi-
tes seront abandonnées aprés évaluation.

—— v - R R A R W R AR e b A M e e ——

1) Il est certes étomnant qu'une taxonomie comme celle de Bloom, ne contienne
pas de catégorie "Résolution de problémes”. Des taxcnomies comme celle de
Wilson, de Gras, gui sont assez proches de celle de Bloom, et qui s’appli-
quent plus particuliérement aux mathématiques, réservent & la résolution de

problémes, les catégories hiérarchiquement les plus élevées.



- Evaluation : C'est dit Bloom, la formulation de Jugements sur la va-
Teur du matériel et des méthodes utilisés. Dans 1'activité
de résolution de problémes, il va y avoir des &valuations
frequentes pour vérifier 1'adéquation, entre le modéle
1mp11c1te que se fait le sujet de la réalité, et 1a réali-
té, 1'adéquation entre le modéle implicite et son explici-
tation et enfin pour vérifier la valeur des explications qui
sont produites.

L'activité de résolution de problémes est composée, & notre avis,
~de micro-cycles que 1'on peut schématiser comme suit.

- W am mm ot m o om e oam E s S A o oamny

rﬂémoire dy sujet .."
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Ce schéma s'applique aux trois dialectiques décrites par Brousseau
mais aussi & 1'intéraction entre ces trois dialectiques.

Nous introduisons dans ce schéma,la mémoire du sujet car c'est
rappelons-le avec son capital intellectuel, cognitif que le sujet aborde
la résolution du probléme : la résolution de problémes implique 1'utilisation
des processus mentaux des catégories 1, 2, et 3 de Bloom.
Par ailleurs le sujet peut stocker en mémoire des informations, des produc-
tions qu'il réutilisera éventuellement par la suite.

Aprés avoir repéré des éléments, extrait des informations de la
situation pergue . subjectivement d un instant donné {(Analyse), le sujet
peut produire un ordre, une organisation incluant ces é&léments (synthése)

L T G ———— = s



puis tester cette production, 1'accepter ou la rejeter momentanément
(Evaluation). Pour tester une production, Te sujet peut avoir recours & une
nouvelle analyse, faire appel & une autre production et il repasse ainsi de
1'évaluation, & I'ana1ysé ou & la synthése,

Ces micro-cyc]és ne sont pas nécessairement conscients : en par-
ticulier par le jeu de 1'@valuation, nombre de productions repérées comme
insatisfaisantes, inexactes ne sont pas introduites en mémoire ou sont
effacées de celles-ci. Comme 1'avouait Faraday (1)

"le public ne sait pas combien d'entre Les pensées...qui ont Lraversé £'es-
prit d'un cherchewr selentifique ont EXZ étouffies dans Le sifence et Le
secnet par sa propre critique s8vine ef par un examen qui 4'est névilie

dé favorable",

Cette élimination, en conscience de productions mentales est source de

difficultés pour Ta méthodologie de 1'E@tude des activités de résolutions
de problémes : une part de ces activités n'est pas directement observable.

e -

{1) cité par R. Boipel : Résclution de problémes - Ed. Universitaires -
p- 36
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Il - LES EPREUVES «RESOLUTION DE PROBLEMES»

A -~ Introduction

Nous avons soumis aux &léves composant notre population d'é&tude,
deux épreuves que nous avons intitulées "Ré&solution de probliémes" : la
premiére de celles-ci s'est déroulé en Septembre 1981 et la seconde en
Mars 1982(1).

Comme nous 1'avons dit précédemment, le champ de la résolution
de problémes est vaste et les Epreuves que nous présentons ici ne peuvent
prétendre qu'a une exploration trés partielle de ce champ.

Pour construire ces epreuves, nous nous sommes référés aux
instructions officielles introduisant les nouveaux programmes, qui stipulent
qu*il ne faut pas hé&siter & poser des probiémes peu formalisés et concis
I1 convenait cependant que ces épreuves mettent en jeu de la part des:
éléves des activités qui ne 1'éloignent pas trop de celle effectivement
pratiquées par ceux-ci dans les classes de mathématiques; sans cela, il
serait difficile d'attribuer spécifiquement d'éventuels effets d'apprentis-
sage & 1'enseignement recu en mathématiques.

Par ailleurs, il convenait cependant que ces activités puissent traduire
d'éventuelles variations des activités rendues possibles ou non par les
maitres, selon les attitudes de ceux-ci. C'est pour cela que nous avons
choisi deux probiémes "non-formalisés", c'est~a~dire ne contenant pas
dans leur description de formulations mathématiques, “concis" en ce sens
que 1'énoncé du probléme, ne contient pas d'indications sur d’éventuelles
étapes de résolution. '

(1) Ce sont les enseignants qui ont fait passé ces épreuves.



Ces deux épreuves se présentent sous forme de questionnaires
ouverts : les différentes parties le composant ont été choisies en référence
au "Processus de mathématisation" de G. Brousseau et en référence aux niveaux

taxonomiques de Bloom qui nous inté&ressent ici.

‘B ~ Présentation des épréUVes

a) Les problémes

- Probléme posé en Sébtémbré : .
Un agriculteur dispose de 400 métres de cldture. I1 aimerait, avec celle-ci
faire un enclos rectangulaire ou carré pour ses moutons dans un grand pré

dont 11 est propriétaire.

Comment doit-i1 choisir les dimensions de cet enclos rectangulai-
re ou carré pour que sa surface soit la plus grande possible ?

En d'autres termés, comment choisir les dimensions (largeur, lon-
gueur) d'un rectanglie (qui peut &tre carré) de telle sorte que sa surface
soit 1a plus grande possible, sachant que son périmétre est constant et sa

longueur de 400 métres.



- Probléme posé en Mars :
On dispose d'une plaque carrée en carton qui mesure 60 cm de cOi& et on
veut réaliser & 1'aide de celle-ci une bofte ouverte de la maniére suivan-

fe :

On découpe a 1taide d'une paire deciseaux, aux quatre coins, des
carrés &gaux (fig n° 1) puis on opére des pliages selon les pointillés de
la figure n® 2, de fagon a obtenir une boite sans couvercle.

F'ig n® 1 F1g ne 2

i T }
o . l_
I | L ] T ——
{
)
|
§
]
i

(On colle simplement les bords & 1'aide de scotch).

Comment faut-il chofsir les carrés pour que la botite obtenue ait le plus
grand volume possible ?

Commentaires :

Les &noncés de ces deux problémes sont voisins :
. Tous deux se présentent avec des &léments concrets(l) : leurs résolutions
impliquent une "“formalisation", une mise en écriture de type mathématique.
(1) Il ne s'agit pas de probldmes se situant au sein d’une théorie mathémati-
que, mais de pbs faisant intervenir des objets *concrets®



. Le but du probléme est clairement défini, mais aucune indication n'est
donnée concernant d'éventuelles é&tapes de résolution.

. 11 s'agit de deux problémes qui renvoient tous deux 3 une méme partie du
programme de seconde, celle qui concerne . "le comportement global d'une
fonction", et en particulier le sens de variation d'une fonction.

A titre indicatif, ce programme contient des thémes dans lesquels
on pourrait inscrire ces deux problémes :

- Recherches de maxima, de minima, associées & des problémes &lémen-
taires d'optimisation,

- Taux de variation.

Notons que les &léves ne sont pas équipés techniquement, des outils classi-

ques d'étude d'une fonction comme la dérivée par exemple ; le taux de varia-
tion indiqué en théme possible ne constitue pas non plus une partie obliga-

toire du programme de seconde.

Le premier prob]émé impliquerait pour &tre résolu correctement
un travail avec une fonction du second degré : les &laves au sortir de la
classe de troisiéme sont habitués & travailler avec des fonctions du
premier degré mais pas avec celles du second degré.

Le deuxiéme probleéme, impliquerait, quant & lui,, 1'usage de fonc-
tions du troisiéme degré : les &jéves en seconde commencent simplement &
travailler avec des fonctions du second degré.

Ces quelques remarques suggérent que nous pouvons considérer ces deux problé-
mes, en nous référant & la typologie de d'Hainault comme formés :

- de situations initiales qui sans étre tout d fait nouvelles pour les
&léves, ne sont pas familiéres : on peut donc les qualifier de rencontrées.
En particulier, la formulation en des termes simplement concrets de ces deux
problémes n'est pas courant : i1 suffit pour cela de se référer aux manuels
de troisieme et de seconde. Bien sir, le caractére rencontré, n'a de sens

qu'en référence au contexte d'apprentissage, et celui-ci peut &tre variable



selon Jes é&léves. Sur un continuum "familier-nouveau™, on pourrait peut-étre
considérer le second probléme comme plus familier que le premier, &tant
donné leur position respectivé dans le temps par rapport au contexte d'ap-
prentissage.

- de buts : i qui on péut aussi, pour les mémes raisons que ci-dessus,
associer le caractére "rencontrés ", Les probiémes d'optimisation sans étre
complétement étrangers aux éléves ne sont pas cependant familiers (le but
dans les deux cas est de trouver un maximum).

- le processus de résolution : En nous référant & une procédure de
résolution qui pourrait &tre considérée comme correcte par un enseignant
de seconde 1), nous pouvons associer au processus de résojution du premier
probléme le caractére "nouveau" et au second le caractére "rencontré".

b) Forme de la gri11e-réponse

- Présentation : chacune des &preuves propos&es aux €léves était bien
s@r individuelle ; les éléves avaient 1h30 pour tenter de résoudre le
probléme. La grille-réponse que nous Teur avons proposée pour tenter de
percevoir leurs fagons de résoudre les problémes, leurs démarches leur
&tait ainsi présentée :
Nous allons vous proposer un probléme de math&matiques 3 résoudre, mais ce
qui nous intéresse ce n'est pas tant que vous trouviez la solution et sa
démonstration, que les idées (mémes farfelues) que vous suggére ce
probléme et les différentes actions que vous allez entreprendre ou auxquel-
les vous pourrez penser pour tenter de le résoudre. C'est ce qui vous expli-
que que nous ne vous demandons pas de rédaction d'une solution comme vous
avez pu le faire nabituellement en mathématiques.

(1) 11 y a 13 une difficulté pour utiliser les critéres de d'Hainault : ceux-
ci sont-ils & utiliser & priori, en prenant comme référence un produit at-
tendre, ou & pasteriori en étudiant les processus de résolution adoptés par

les éléves. Nous avons ici adopté le premier peint de vue .



Pour voir comment vous procédez pour tenter de résoudre ce
probléme, nous vous proposons une grille-réponse faite de plusieurs parties :

= Premiére partie :'1e$'cafcufs
Yous pouvez, pour vous faire une idée du probléme, éventuellement,
faire des calculs. Vous les indiquerez dans cette premiére partie.

- Deuxidme partie : Représentations graphiques

VYous pouvez au cours de 1a résolution du probléme, éventuellement,
faire des dessins, utiliser des représentations graphiques, vous les indique-'
rez dans cette partie.

~ Troisiéme partie : Formules mathématiques
Vous pouvez &tre amené & traduire certaines idées par des formu-
les mathématiques, vous les mentionnerez dans cette partie.

- Quatriéme partie : HypOthésés concernant la solution du probléme

Vous pouvez penser, d divers moments que le probléme a telle solu-
tion (sans nécessairement avoir de démonstration):vous indiquerez dans cette
partie vos hypothéses,

- Cinquidme partie : Démonstration

Vous .aurez peut étré, d certains moments, réussi & demontrer des
propriétés concernant le probléme ou bien vous aurez peut-&tre une démons-
tration concernant la solution du probléme, vous les indiquerez dans cette
partie.

- Sixiéme partie : Généralisation

On vous donnera un temps aprés que vous ayez réfléchi au probléme,
et on vous demandera d'essayer de généraliser le probléme, c'est-d-dire,
d'essayer de trouver des problémes analogues, voisins de celui que vous
venez de traiter.




Commentaires :

. Caractére ouvert de_la'gri11é-réponse : Cette ouverture nous a paru
indispensabie pour tenter d'appréhender les différents processus de résolution
mis en oeuvre par les &léves ; nous savions qu'ainsi nous allions privilé-
-gier une étude qualitative, et qu'une quantification de ces épreuves serait
ainsi rendue plus diffici]é(l), qu'une comparaison entre éléves, entre clas-

ses serait malaisée,

. Choix des différentes parties constituant la grille-réponse : nous avons
tenté, en proposant cette grille-réponse d'organiser les traces écrites que
les éléves pouvaient Taisser de Teurs activités de résolution. Nous nous
sommes inspiré pour cette organisation & 1a fois de la description faite
par G. Brousseau du processus de mathématisation et du modé&le de résolution
de problémes que nous a inspiré la taxonomie de Bloom.

C'est ainsi que la premiére partie, celle consacrée au calcul,
peut &tre associde & une activité de type "anmalyse", 1'individu peut par
des calculs rechercher des éléments d'informations sur la sitation, ou des
relations entre ces éléments : des calculs numériques ou les grandeurs
variables des problémes sont remplacées par des valeurs précises s'inscri-
vant dans la dialectique de 1'action de Brousseau. Des calculs algébriques
peuvent par contre faire partie d'une dialectique de l1a formulation ou de
1a validation.

La seconde partie, celle consacrée aux représentations graphiques
peut &tre analysée comme la premiére ; les représentations numériques,
symboliques sont remplacées par des figures géométriques, des graphes
de fonctions.

e o o T A

{1) On perd ici, les avantages quantitatifs obtenus & 1'aide d'outils ayant
la forme de QCM,de QROC. Par ailleurs, la docimologie a montré depuis longtemps
que la notation en référence & des produits "normes” ne pouveit pas constituer
une mesure méme approchée tant les variations entre correcteurs sont grandes

méme dans le domains des mathématiques.



La troisiéme partie nous a directement ét& inspirée par la dialec-
tique de la formulation de Brousseau : nous espérions que dans celle-ci
les 8léves laissent les traces de leurs traductions mathématiques du
probléme. '

Dans la quatriémé'partie, nous demandions aux éléves les diverses
hypothéses qu'ils émettaient, concernant la solution du probléme : wune
telle hypothése ne peut &tre quele résultat d'une mise en ordre, d'une acti-
vité mentale du type synthése.

La cinquiéme partie est & associer 3 la dialectique de la valida-
tion de Brousseau,

La derniére partié, “généralisation” n'était pas & remplir
par les éléves pendant le témps de résolution du probléme. Aprés celui-ci,
Ta personne qui faisait passer 1'&preuve avait comme consigne de laisser
un temps de 1/4 d'heure & 1'ETéve pour qu'il puisse imaginer des situations
analogues a celles ayant fait 1'objet du probléme.
Nous espérions avec cette partie, avoir quelques renseignements sur le
fonctionnement créatif de 1'&léve et sur les représentations qu'il se fai-
sait du probléme.

Il . ANALYSE QUALITATIVE DES PROCESSUS DE
RESOLUTION MIS EN OEUVRE PAR LES ELEVES

A - Usage fait par les éléves des différentes parties de la .

grille-réponse

On peut s'interroger sur la pertinence de la forme de Ta grille
réponse. Nous avons proposé & une classe 1'élaves en fin de troisiéme, le
probiéme qui a servi & 1'épreuve de Septembre ; les observations directes
d'éléves travaillant en groupe, les échanges que nous avons eus avec eux



ont fait apparaitre par explicitation, des processus analogues & ceux
repérés & 1'aide de la grillE réponse. Bien slr, nous n'obtenons que des
traces de T'activité de résolution mise en oeuvre par les éléves ; ces
traces correspondent & diverses productions qui par le jeu de 1'évaluation
sont retenues suffisemment longtemps pour &tre ecrites ou 8tre dites.

Les différentes parties de la grille réponse n'ont pas été utili-
sé par les &léves dela méme fagon. Les deux premidres parties, celles consa-
crées aux calculs et aux représentations graphiques sont les plus utilisées 2
c'est 13 que 1'on voit Te plus apparaitre les tatonnements ol"les dialec-
tiques" des éléves. La partie "formulation" est celle qui est 1a moins
bien comprise : les &léves n'y &crivent que rarement leur propre formula-
tion du probléme, mais y marquent plus souvent les formules mathématiques,
parmi celles qui font partie de leur répertoire, dont ils ont besoin. On
pourrait modifier 1'intitulé de cette partie de l1a grille pour la rendre
plus conforme & nos intentions, mais cette interprétation faite par les
éléves porté aussi sa signification : la partie "dialectique de Ta formu-
lation" du processus de mathématisation est rarement activée par les pro-
blemes classiques que les éléves ont & résoudre , les 1ibellés de ceux ci
contenant le plus souvent la formulation nécessaire.

La partie concernant les "hypothéses" est bien comprise : 1‘'é&léve
y écrit effectivement ce qu'il pense é&tre la solution & un moment donné sans
avoir nécessairement validé 1'hypothése ainsi énoncée, & condition toute-
fois, semble-t-i1, que son degré de conviction soit assez fort.

La partie "Démonstration" est peu utilisée : on y trouve des
"explications" justifiant Tes hypothéses, mais beaucoup plus rarement des
tentatives de mise en ordre de ce qui pourrait constituer une démonstration
mathématique .



B - Processus de résolution mis én oeuvre par les é&léves pour
résoudre le probléme de Septembre

_ a) Exemples :
Avant de présenter une typo1ogié synthétique des différents-processus
mis en oeuvre par les &léves, nous voudrions ici, présenter quelques exemples
parmi ceux qui nous ont paru les plus significatifs(l) :

- Certains éléves ont des difficultés avec 1a notion de périmétre :
C'est le cas de Corinne qui confond périmétre et aire ; elle écrit,

Msachant que son pErimitre mesure 400 m. L X £ = 400 m.

E1le donne ensuite deux valeurs particuligres a L et 1 satisfaisant cette
égalité et s'arréte 13.

Catherine, quant a elle, éprouvé des difficultés, semble~t-i1, & donner des
valeurs particuliéres a la largeur et & 1a longueur du champ :

"La Longueur de L£'enclos est 100 m. Sa Rargeurn 50 m.
100 + 50 (2) = 400 m.
L'enclos est nectangulaine”.

C'est 1a solution qu'elle fournit au probléme.

e ke A T T L i - ——

(1) Signalons tout de suite pour le mathématicien qui pourrait lirs ces
lignes, que nous n'obtenons guasiment aucune réponse qui pourrait &tre censi-
dérée comme correcte en référence aux contenus de mathématiques du second
cycle. C'est ainsi que noﬁs n’obtencns jameis cette réponse "simple d’apparsn-
ce” du type. Pour x € [0;100] soient 100-x 1la largeur du rectangle et

108 + x la longueur du rectangle ; 1'aire du rectangle S(x) est alors donng
par S(x) = (400-x) (100+x) = 10 D00 - x°

Alors ¥x ¢ [0,100]1 S(x) = 10 000 - x* $ 10 000

L'aire maximale est obtenue pour la seule valeur x = 100



- Frédéric réalise les deux figures suivantes :

100

100

50

150

Al

I1 écrit surface A = surface A' et se justifie comme suit :

"Méme s4 L'on change fLa Largeurn et Ra Rongueur, La surface hesie La mime”.

- Lionel comme Frédéric, pense que tous les rectangles -ont méme superficie,

mais i1 fait un choix :

"Je pense que £'agrniculteun peut cholsin £'enclos reclangulaire ou carrd
parce que L'enclos aura toujours La méme surface. Mais je donne £'enclos
rectangulaine, pas parce que La surface sera plus grande que £'enclos
canl, mals parce que Les moufons powviont couvnir une distance plus
ghande . Le nectangle seradlt 150 m de Longueur et 50 m de Largeur”.

~ Christophe estime que le probléme &tait "assez simple". I1 n'y avait
aucun piége. I1 suffisait de partir de dessins et on arrivait & conclure

rapidement.

Yoici ce qu'il &crit : (nous reproduirons 1‘ensemble de sa rédaction)

L

Si je prends un prE ayant 150 o de Long et 50 m de
Lange, sa surface sena de 7500 M et L8 fera

- 400 m de périmetre.

S fe prends un pré ayant 140 m de Long et 60 m
de Large, sa surface sera de 8400 Ml et son pri-
meitne dena toujours 400 m.

Je conclus done que 34 La Largeun est aussi grande
que £a Longueuwr (donc un canné} j§'obiiendrais
La sunface du pré La plus grande.
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Le pré qui est camnd, awna une surface de 10 000 ME
et Le pérniméitre fena bien 400 m.
C'est La sunface du prg La plus importance.”

Frédéric et Lionel n'arrivent pas & se détacher de 1'invariance de 1'aire
qui'ils lient & 1'invariance du périmétre ; par contre Christophe, et deux
calculs partichliers semblent Tui suffire, remarque que la "variation de
la largeur" 1'emporte sur la "variation de la longueur" et conclut ainsi
que 1a solution optimale est obtenue par le carré.

Francis, aprés avoir effectué plusieurs calculs, écrit :

"Grdce aux caleuls, on peut remarguer deux chosed :
. La premigne, c'est que plus AL y a d'8cant entre £a Largewr et La Longueunr,
plus £'aine est petife.

. La seconde, c'est que moins L y a d’Ecart entre La Ronguewn ef La Larngeur,
plus £'aire est grande.-

Done, L'aine du hectangle est La plus grande Lorsque £a Longueur el £ax Lax-
geun, sont Egales".

Nombreux sont les éléves qui comme Christian effectuent de nombreux calculs
(avec des longueurs égales & 100, 150, 180, 120, 110) et qui concluent

"Dans tous Les cas Le canl est plus avantageux pour L'agriculteun car fa
sunface est plus grande que celle des rectangles.”

D'autres arrjvent 3 la conclusion sans faire de calculs mais en réalisant des
figures du type suivant

avec un commentaire : "Ces deux des-
sins ont Le meme pernimétne mais Le canrl
& une surface plus grande.
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. Certains é&léves peu nombreux tentent d'élaborer une "démonstration®
C'est le cas de Véronique qui écrit :

"S{ £'enclos est nectangle £ > L ou L[ > £,
L ¢ 200 et L € 200 ; L+ L = 200

SiL<L ou L<L alors XL < L% ou LXE ¢£% can fa mubtiphi-
cation dans R conserve £'ondre, dome £ X L < 100°

L'agricutteun doit done choisin un champ canrd de 100 m, 1)

D'autres, comme Anne-Marie, n'é@laborent pas de dé&monstration, mais font
remarquer que des calculs ne suffisent pas pour assurer la preuve de ce
qu'ils annoncent.

"1 m'est impossible de trouver fa solution exacte car il y a de nombreuses
solutions pouwrle nectangle. Cependant dans mes thois solutions envisagées,
f'en netiens une celle du carré...”

Un seul é]éve(z) fournit une démonstration correcte. Celui-c¢i &crit :

"Posons a Longueur del'enclos et b Langeurn de £'enclos.

On dait que 2larb) = 400 —=d  arb = 200 et FL < o5te du carne
2
2 2 2
la surface du canng  \EBIT . al+Zabrb”
4 4
S{ Llenclos est nectangulairne == surface : ab = 4ab,
o 4
2 2
Chenchons 84 & +2ab+b” est supdrieun ou inférniewn 4 dab
4 4
? 2 2 2
si & +2ab+b N 4ab atons & +7ab+b”-4ab > 0
4 4 4
2 2 | 2 2
si 8 +2ab+b < 4ab wtons & +2ab+b°-4ab < 0
4 4 4

e e -

(1) Cette validation est fausse:il y a confusion dans la formulation ; la mSme- -
lettre désigne la longueur d’un rectangle {statut de variable} et le c8té& du

carre.
(2) Cet €léve obtient la meillsure note au test "connaissance " de Septembre.



caloulons 42+2ab+bz-4ab . a®-2ab+b? = (a-b)2
4 4 4

2
Un carnt est toujours positif => la-b)? » 0= (4B 3 ¢
4

a2+2ab%bz-4ab

- > 0 — aletabeb? y dab
4 | 4 4
_ 7
done lasb) > ab.
y .

done La swiface du cannié est 3 4 La surgace du rectangle”.

Les exemples que nous venons de présenter ne constituent qu'un petit
échantillon, mais toutefois assez caractéristique, des diverses varijantes
de résolution adoptées par les éléves.

b) Typologie de ré&solution

Nous avons de fagon synthétique, mais aussi de fagon réductrice de la va-
riété des possibles, distingué quatre types de résolution :

Type 1 : Il s'agit des &léves qui ne parviennent pas & donner des valeurs
particuliéres aux cdtes de 1'enclos, ou qui ne parviennent qu'a trouver

les données (longueur et largeur) du carré ou d'un rectangle particulijer
et qui adoptent cette solution. Les éléves de ce type ne formalisent pas le
probléme ni de fagon algébrique, ni de fagon géométrique.

On y rencontre les é&léves chez qui i1 y a confusion entre surface et périmé-
tre (quel sens a pour ceux 13 le probléme 7)

D'autres semblent savoir ce qu' est le périmétre, mais par exemple, trace

la figure suivante :
Cette figure semble indiquer qu'il y a d&ja une

opération mentale pour arriver au demi-périmétre
Peut-&tre Ta diagonale est-elle tracée comme un

auxiliaire pour pouvoir aller plus loin ? La décom=~ -

pesition de 200 en deux données semble &tre pour ces
éléves difficile oy impossible.



Type 2 : Celui-ci est composé d'&léves qui savent donner des valeurs parti-
culiéres & la largeur et d 1a longueur de 1'enclos satisfaisant les données
du probléme, mais qui ne font pas de calcul d’aires. Iis s'en tiennent &
1'hypothése que tous les rectangles ont Ta méme surface, ou alors ils adop-
tent une solution particuliére pour des raisons esthétiques ou pratiques
comme "permettre aux moutons d'avoir une plus grande longueur pour courir®.
I1 semble que pour ces &léves la surface se comporte comme un invariant :

si la longueur croit, la largeur diminue, et 1'aire qui est le “composé"

de 1a Tongueur et de la largeur est en conséquence constante, comme composée
de deux grandeurs dont les variations s'annulent, (ce qui est vrai pour

le périmétre).

Type 3 : Les &léves qui appartiennent & ce type sont ceux qui font plusieurs
calculs ou qui tracent plusieurs figures géométriques et en déduisent le
résultat. Ils inférent 1le résuyitat soit en constatant que la surface du
carré "reste" la plus grande, soit en remarquant que 1'aire croit avec la
largeur du rectangle ou décroit avec la longueur(l). A partir de cas parti-
culiers, ils constatent donc que 1a croissance de la largeur, 1'emporte sur
1a décroissance de la longueur.

Type 4 : Nous avons regroupé ici Tes &léves suivants :

- ceux qui constatent qu'ils ne sauraient par un ensemble de calculs envisa-
ger tous les cas possibles, sans pour autant savoir comment faire une démons-
tration. Ils se distinguent des é&léves du type 3, en ceci qu'ils explicitent
que leur explication n'est pas une preuve.

- cetx qui par utilisation d'inégalités avec des symboles littéraux tentent
de démontrer que la surface du carré est la plus grande. Les résultats numé-
riques leurs permettent de repérer que le carré & la plus grande suﬁface, et
ils tentent par une suite d'inégalitésde justifier ce résultat.

(1) Creissance. avec la largeur et décroissance avec la longueur ne sont pas
nécessairement une mdme chose chez les éldves : certains d'ailleurs éprouvent

le besoin d'écrire les deux, sans pour aﬁtant les lier.



C - Résultats quantitatifs

Nous nous sommes limités, pour une exploration quantitative, & quatre clas~
ses, (soit 112 éléves) ; deux classes ayant des professeur en cotation
haute selon Je questionnaire sur les conceptions et les pratiques de 1'en-
seignement, et deux classes ayant des professeurs en cotation basse.

. 83 % des &léves fournissent la réponse correcte au probléme : ils expri-
ment que le carré est la solution optimale (quelques soient les procédures
et les explications données)

. Répartition selon les types définis &.la page précédente

Type 1 | Type 2 | Type 3 | Type 4

| Nombre d‘&l&ves
[ (total 112) 16 7 82 9

'Pourcentage 14 % 6 % 72 % 8 %

d) Autres commentaires

- Formulations : Les &laéves des types 1, 2 et 3 se contentent le plus souvent
de faire des calculs numériques ou des figures géométriques. Ils n'utilisent
des symboles littéraux, lorsqu'ils en utilisent, que comme symbole de
~constantes ; c'est ainsi qu'ils désigne 1a longueur par L et utilise le
symbole L exclusivement pour lui assigner successivement des valeurs
particuliéres. _

Certains &l&ves savent exprimer la longueur du rectangle en fonction de la
largeur "L = 200 - 1", mais aucun n'explicite la surface comme fonction

d'une seule variable (la longueur ou 1a largeur). Quelques &léves, surtout
ceux du type 4, utilisent des symboles de variables dans des formules du

type précédent (ici des indgalités).



- Discrétisation du probléme : Beaucoup d'&léves (du type 3) semblent consi~
dérer que seules des valeurs entidres sont & prendre en compte pour
largeur et longueur. |

C'est ainsi qu'un éléve &crit :

"Le plus grand nectangfe a pour Longueurn 101 m et Largeur 99 m, sa surface
est 9999 mz, Le plus petit nectangle a pour Longuewr 199 m et pour Largeun
I m, sa sunface est 199 mz." '

Quelques &léves examinent ce qui se passe avec des nombres décimaux écr{ts
avec deux chiffres aprés la virgule (systéme de nombre DZ) mais ce qu'ils
écrivent laisse penser qu'ils considérent qu'ils font ainsi le tour de 1a
question, et que par conséquent i1 y a bien i également un fonctionnement
de type d'iscret(l).

- Explication et démonstration : La plupart des &léves &laborent une réponse
souvent juste au probléme et i1 est ici intéressant de voir que les justifi-
cations qu'ils donnent sont rarément_dés démonstrations. C'est 13 une
situation qui permet bien de distihguer "explication” “preuveﬂ et "démonstra-
tion" comme le fait, & la suyite de Piaget, Ba1acheff(2} :

"Nous appellenons explication un discours visant & nendre intefligible Ze

caractere de vEriLE, acquis pour Le Locuteurn, d'une proposition ou d'un
resullat, .. certaines explications sont recues pour preuve... parmi Les

o preuves, certaines ont une forme particulidre, elfles sont une duite d'dnon-

cés suivant des ndgles ditermindes... nous appellerons dimonstrations ces

preuves.”

ey SN e A

(1) Claude Janvier avait déjd remargué, avec des éldves analogues 3 ceux de
notre population, cette prégnance de "modéles discrets” mis en osuvre dans
1'&tude de fonctions.

cf C. JANVIER : Difficulties related to the concept of variable represented
g.r'aphically .

in Actes du Véme collogue du groupe interpational "Psychoiogy of mathematic
Education ~ laboratoire IMAG - Grenoble 1581 - p. 188-182

{él N. Balacheff : Preuve et démonstration en mathématigues au collégs. in
Recherches en didactigue des mathématiques - La pensee sauvage ~ 1882 - -

VCll- 3-3 - pﬂ 263
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Beaucoup d'&léves fournissent des preuves du type : "les rectangles ont une
surface plus petite que le carré”, “Plus la longueur est grande, plus la
surface est petite". Celles-ci ne constituent pas, dans la communauté,

des mathématiciens, des démonstrations, car elles ne sont élaborées qu'a
partir de cas particuliers (concrets) et ne mettent pas en jeu 1'ensemble
des cas possibles.

D'autres é&léves expliquent pourquoi ils pensent que telle solu-

tion est 1a bonne tout en éxprimant que cette explication ne saurait cons-
tituer une preuve (c'est le cas de certains éléves du type 4).

¢ - Processus'dé'résolution'dU'probTéme de Mars

a) Une typologie et des exemples

Nous allons pré&senter une typologie analogue & celle que nous avons

réalisée pour le probléme de Septembré. Des processus mis en oeuvre par les
gléves ressembient pour bien des aspects & ceux mis en oeuvre au premier
probléme ; cependant, des nouveautés apparaissent et c'est pour tenir compte
de celles-ci que nous proposons une typologie, non plus formée de quatre
catégories, mais de six.

Nous illustrerons chacune de ces catégories par des exemples.

Type 1 : Nous retrouvons ici des &léves qui ne savent pas donner. des valeurs
particuliéres aux cdtés de la boite a construire et satisfaisant les
conditions ‘du probléme. Ces Eléves ne formalisent ni algégriquement, ni
géométriquement le probléme. |

C'est le cas de Christel qui &crit successivement :

"Pour construine mon cube sans couvercle, L faudra que Les carvreaux ELimi-
nés soient de La meme faille que Les carreaux £aissés’



Puis elle abandonne cette hypoth&se (sans expliquer pourquoi) et &crit :

 "8i je déeoupe Les canrds Les plus grands possibles,
ALy a de moins en moins de carton donc Le volume est

de plus en plus petit".

C'est cette derniére hypothése qui 1a conduira &
proposer une solution. La variation de la surface
de carton 1'emporte ici sur la variation du volume.

Laurence formule une hypothése, semblable & 1a premiére de Christel ol la
surface joue également un rdle.

"Je pense qu'il faut enlever un coin & chaque angle du canrl de fagon 4 ce
que Le fond ait Le méme nombre de cawrds que £es citis nunis, can & mon
avis, 4 L'on prend des coins trop petits La boite aura une throp grande sur-
face et 84 L'on prend des coins frop grands, elle sera trop profonde et ne
sena pas Logeable,"

Type 2 : Nous regroupons ici des éléves qui savent donner des valeurs
particu]iéres aux cbHtés de la boite satisfaisant aux conditions du probléme
mais qui n'effectuent pas correctement les calculs de volume ou qui ne
formulent pas ceux-c¢i correctement. Nous retrouvons des éléves comme
Sylvie, qui é&crit :

"Ouelque s0it La Longueuwr du eBt8 du canrd, Le volume sera Toufours Le meme”
et qui le prouve en écrivant : '

- Vo=V, (1)
A > k)
a]AI = VI '
comme a,A, = a,AZ v, =, "

ah = 11 2 1 2

27 2
(1) a, et a, désignent des hauteurs de la boite. A1 et Az les aires du fond
dela boite et V‘-l et V2 les wolumes correspondants



D'autres &léves avancent des explications analoguesd celles des &laves du
type 1 , mais ils savent donner des valeurs particuliéres aux cttés de la
boite.

Nous avons classé dans cette catégorie des éléves qui, comme Pascale, croit
faire des calculs de volume alors qu'ils calculent des surface.

Pascale écrit imt———— o
[
V = 48 X cote
Dans Le cas de La plague Zvidée on obtient | |
V=2Xh

Nous y avons également classé de%oéTéves qui calculent le volume de Ta
boite comme suit : < *

a

3

v=60°-a - —

C'est une formulation qui traduit, & notre sens, une mauvaise représenta-
tion du volume de la boite : cette représentation semble &tre ici trés

Tige & celle de la surface du carton restant ce qui Jjustifie que nous

ayons classé ces &léves dans le type 2.

Type 3 : Nous avons classé dans ce type les &léves qui font des calculs par-
" ticuliers du Molume, en mettant en jeu un algorithme correct, et qui en
déduisent Te résultat selon 1'une des modalités suivantes :

Ceux qui font un constat comme Philippe qui déclare :

MApns plusieuns calouls, on hemanque que 84 Les cannds ont 10 am de ¢itd
Le volume est de 16000 an® qui est Le plus grand”

- D'autres é&léves dépassent le simple constat et font des remarques qui
suggérent que plus on s'éloigne de 10 ¢m, plus Te volume diminue.



- Nous ‘avons classé ici également des &léves qui & partir de calculs par-
ticuliers, €laborent un graphe représentant le volume de la boite en fonc-
tion d'une longueur et qui font le choix de leur solution avec des argu-
ments du type suivant :

"o point Le plus haut de cette counbe est 16000 em® ot je pense done
qu'il faut que Les canns mesurent 10 om de cBtEs”.

~ Certains éléves ont éga1emént 8laborés un tableau de variation du volu-
me en fonction d'une 1onguéur : ils 1'ont dressé & partir de leurs résul-
tats numériques, sans explicitation d'une formule permettant le calcul
général du volume en fonction de la Tongueur considérée.

Dans ces deux derniéres modalités, 1'&laboration du graphe ou du tableau de
variation se fait sans explicitation 3 1'aide de variables du volume en
fonction d'une Tongueur, mais se fait uniquement & partir des données
numériqgues.

Type 4 : Nous avons rangé dans cé'type essentiellement, les &léves qui
formulent correctement le volume comme fonction d'une des longueurs de la
boite.

Voici ce que rédige Philippé :

"Soit x La vakeuwr de La Longueur du cOfE du carnnd
y Le volume de La boite.

y - 160-207 X x = 3600 x - 240 x% + 4 %0

Les éléves de ce type utilisent eventuellement ce type de formule pour

réaliser des calculs particuliers, en remplagant x par diverses valeurs

mais les explications qu'ils fournissent sont analogues d& celles des &léves

du type 3 ; c'est dire qu'ils &laborent eux aussi leurs preuves essentiel-

lement & 1a vue de résultats numériques.
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Type 5 : Nous avons rangé ici des gléves qui comme ceux du type 4 formulent
le volume comme fonction d'une des longueurs de la boite mais qui de plus
tentent d'utiliser 1a notion de taux de variation(l), (notion qui est
"hors-programme" dans la classe de seconde mais qui est donné comme théme
d'étude). Cependant, i1 n'apparait pas clairement que Tes éléves rangés

dans cette catégorie, utilisent le taux de variation pour édifier une démons-
tration. La_comp]exité du calcul fait qu'ils abandonnent celui-ci, et ils

ont recours a des explications semblables.& celles utilisées par les &léves
du type 3.

0livier par exemple appartient & cette catégorie, il &crit :
"On peut essayer de résoudre ce probléme avee Les fonetions
§ : RiwR @ v~ § (a) = a (3600 - 240 a + 4 a°)

On caleule Le taux d'accroissement de cetfe fonction

fla) - gla'} _ 3600a - 240a% + 43
a-a' a-a'

_ 3500a' + 240a'% - 4a'3

Taa' =

I1 fait quelques calculs pour simplifier cette expression, mais i1 n'utilise
nulle part ailleurs le taux de variation : en particulier i1 fait quelques
calculs (a = 10, a =15, a =5) et cela semble lui suffire pour annoncer
Ja bonne solution : c'est ainsi qu'il écrit

"En prenant différents exemples, on remargue que ¢'edt 10 qui permet gV
d'étre Le plus grand". '

. i R AR SR b e v b A —

(1) le taux de variation d'une fonction f d'une variable réelle entre deux

valeurs x se définit par

1
f(x1] - F[le

efc X2

. Cet outil permet surtout d'étudier le sens de variation

2

d'une fonction.
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Type 6 : Nous avons réservé ce type pourles &léves qui savent calculer,
selon un algorithme correcte, le vo]ume, et qui de plus explicitent a quel-
que part une prise en c0mpte de 1'ensemble des possibles,

C'est Te cas tout d'abord pour des &léves comme Corinne, qui aprés

quelques essais déclarent :

"Mais ces quelques exemples né-démonznenZ'&Len cela downe une idée”.

ou comme Jean qui dit :

"J'aural aimé deémontren cette solution d'une autre fagon avee une fonction
mais je n'anndive pas & trouver Le faux de variation".

D'autres tentent effectivement d'&laborer une démonstration qui puisse &tre
considérée comme telle par des mathématiciens en utilisant diverses inégali-
tés,

b) Résultats quantitatifs.
Toujours avec un effectif de llz'éIéves venant de quatre classes distinctes

extraites de notre population d'é&tude, voici la répart1t1on en pourcentage
des &laéves selon les divers types.

Type 1 [Type 2| Type 3 | Type 4 |Type 5 Type 6

Pourcentage 17 % 22 % | 31% 14 % 5% 10 %

Nous avons &té étonné par le nombre d'&léves qui ont des difficultés avec le
volume de la boite de ce probléme : 39 %. (Tes &léves de type 1 et de type 2)
ne parviennent pas & effectuer des calculs de volume corrects : il ne s'agit
pas d'erreur d'innatention mais bien de difficulté 2 passer du plan &
T'espace. Remarquons que seulement 20 % (mais c'est déja beaucoup) des éléves
avaient des difficyltés avec 1'aire du rectangle du premier probléme.

Plus de 19 % (&leves detype 4 et 5 auxquels il faut ajouter des &léves du
type 6) des élaves arrivent a exprimer le volume comme fonction d'une des
Tongueurs d'un cdté de la boite. I1 y a une variation avec ce qui se passait
pour le premier probiéme puisque reppelons-le, trés peu d‘&laves formulaiént



la surface du rectangle comme fonction d'un des cétés du rectangle.

La discrétisation du probléme est 1a aussi comme pour le probléme
de Septembre, trés présente : il semble qu'il y ait 13 un modéle de
fonctionnement fortement ancré chez une grande partie des &léves : il y a
cependant une évolution et 1'on rencontre ici plus d'éléves que précédemment
qui tentent de prendre en compte 1'ensemble des possibles. Ce processus
"discrétisation du prob]éme: par le fait méme de son efficacité, comme le
montre les deux problémes proposés ici, peut constituer un "obstacle didacti- .
que" & 1'acquisition des concepts mathématiques 1iés & 1a notion de fonction
d variable réelle, et qui impliquent la prise en compte d'un ensemble continu
et donc infini de possibles.

I1 est bien s{ir intéressant d'examiner comment évoluent les &léves
selon leur type au probléme de Septembre.

Voici un tableau qui ré&sume la situation.
Types en Mars

1 12| 3] 4] s s
6| 1 1
3.

Types en Septembre
10 |16 | 30 | 12 6 7

=7 Wi ] e

On peut faire les remarques suivantes :

Dix-huit parmi les vingt-deux &léves ayant des difficultés sérieuses avec
1'aire du rectangle, ont des difficultés avec le volume de la boite. Un de

ces éleéves passe du type 1 au type 6.

Les &léves qui étaient du type 4 en Septembre arrivent tous & calculer
correctement des volumes de boite : ils se répartissent dans les catégories

3, 4 et 6, '

(1) Il pourrait donc &tre utile en classe de secon#e de proposer des problé-
mes qui mettent en échec ce processus de discrétisation., A propos de la notion

dtobstacles didactiques, on peut consulter G. Brousseay : Les obstacles épis-

témologiques et les problémes en mathématiques. Congrés de la CIEAEM - opus
cité. .
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Les &léves de type 3 en Septembre présentent moins de stabilité dans leur
ensemble : on les retrouve en Mars dans tous Tes types : le type 3 reste
cependant celui qui en recueille Te plus. =

D - Discﬁssion dé'l’ana1yse'pr0posée

Avant d'utiliser 1'analyse que nous venons de proposer dans le
cadre de ndtre problématique, i1 nous parait important de discuter celle-ci:
en effet, pour nous, i1 s'agit ici davantage d'un travail en cours d'élabora-
tion que d'un produit fini, et ce pour les raisons que nous présentons
ci-dessous.

a) Objectivité de 1a classification obtenue & 1'aide des typolo-
gies.

Selon la fagon dont un &léve a rempli 1a grille-réponse & 1'un des deux
problémes, nous 1'avons classé dans un des types que nous avons présentés
ci-dessys. Mais, ici, se pose le probléme mis en évidence depuis longtemps
par les diverses études docimologiques, de 1'objectivité de la classifica-
tion. Nous ne sommes pas assuré, car nous n'avons pas fait 1'expérience,
qu'un autre correcteur classerait les &léves de la méme fagon que nous. I

y a toujours ce risque, que partant du produit, objectivement observable,
laissé comme trace par 1'éléve de son activité, le correcteur interpréte
celui-ci, extrapole et ainsi transforme le produit initial en un autre qui
1ui est réellement 1'objet de 1'&valuation. Par ailleurs, i1 est aussi vrai
ici, que le produit ne constitue qu'une trace qui n'est peut étre pas néces-
sairement un fidéle reflet de 1'activité de 1'éléve ; Et ceci pose la question
de la 9f1dé11té"(1) de la classification opérée.

(1) Terme pris ici dans le sens traditionnel du vecabulaire des "Tests”



b) Niveau de complexité du processus et typologies

Nous avons pour des raisons &videntes de simpiification, regroupé dans un
méme type, différentes variantes de processus : nous 1'avons fait cependant
en essayant de regrouper énsemble des éléves qui nous ont semblé& avoir mis
en oceuvre, relativement aux problémes proposés, des processus présentants
des niveaux de complexité relativement semblables. Cette hypothése méri-
terait bien sir, d'étre foyillée davantage, avec une méthodologie
complémentaire, comme par exemple des observations et des entretiens cli-
niques avec des &léves résolvant les problémes. Nous avons, par exemple,
regroupé ensemble des &laves (type 4 en Septembre) qui trouvent la bonne
solution grace & un processus de discrétisation (type 3) mais qui ont
conscience qu'ils ne prouvent rien ainsi, avec des éléves qui ont entamé une
démonstration réelle avec des inégalités : 1'argument en faveur de ce regrou-
pement est que bien sidr i1 s'agit d'éléves qui tentent de prendre en compte
1'infinité des possibles, mais celui-ci mériterait d'étre davantage étayé
par un faisceau de preuve.

De T1a méme fagon, nous avons tenté de présenter une typologie
hiérarchisant les niveaux de compléxité des processus mis en oeuvre par
les éléves. Les éléves de type 1 semblent avoir des difficultés en Sep-
tembre a passer du périmétre {une donnée) & des exemples concrets de
rectangle, c'est-a-dire & décomposer une donnée en deux données liées par
une relation. Les &léves de type 2 réunissent ce que les &léves de type 1
n'arrivent pas a faire, mais n'arrivent pas a se dégager de 1'invariance
de la longueur de la cldture, pour aborder "la variation" de la surface.
Les éléves de type 3 arrivent d dégager la variation de la surface, et
résolvent le probléme par un processus de discrétisation qui leur permet de
voir que la largeur 1'emporte sur la longueur ; cependant, ils ne prennent
pas en compte comme ceux de type 4, 1'ensemble infini des possibles. Ces
arguments justifient notre hiérarchisation, mais eux aussi mériteraient d'étre
davantage étudiés, validés par d'autres expériences, et aussi par des réfé-

rents théoriques.



€ - Conclusion

Les deux typés dé-critique que nous venons de faire nous
obligent & &tre prudent quant & 1'exploitation que nous pourrons faire des
résultats, tels que nous les repérons, des éléves & ces deux épreuves
"Résolution des problémes" . C'est, en partie, ce qui justifie que nous
ayons limité notre étude i quatre classes seulement et que nous ne 1'ayons
~ point &tendue quantitativement & 1'ensemble de notre population.

V- ATTITUDES DU MAITRE ET RESULTATS DES ELEVES AUX EPREUVES

«RESOLUTION DE PROBLEMES»

A - Introduction

I1 s'agit dans 1'étude comparative que nous tentons de faire,
d'essayer de repérer ce qui peut constituer pour les éléves de notre popu-
lation, des effets d'apprentissages : comme nous le verrons par la suite,
cette question "des effets d'apprentissage" qui implique que 1'on prenne en
compte pour chaque éléve, situation initiale et situation finale, n'est pas
simple dans le cas qui nous préoccupe ici.

Nous ferons, dans ce qui suit, deux comparaisons :

- Dans la premiére nous ne censidérerons que la solution, correcte ou non,
que chaque éléve fournit & chaque probléme et ce ind&penderment du processus
utilisé pour y parvenir. L'activité de résolution n'est pas prise en compte

explicitement mais le résultat dichotomique & chaque épreuve n'est pas con~
testable et fournit donc une donnée objective. ' i



- Dans la seconde, nous prendrons en compte 1'activité de 1'éléve en uti-
lisant les divers types de résolution exhib&s dans 1'analyse qualitative.
C'est dans cette comparaison que nous pourrons réellement aborder la question
des effets d'apprentissage. Les critiques adressés & notre typologie fait
bien sir que les données sont ici plus contestables que celles de la pre-

miére comparaison.

Nous désignerons par E1 1'ensemble des &léves de 1'enseignant
ayant le plus fort score au questionnaire “"Conceptions et pratiques de
1'enseignant, par E2 ceux de 1'enseignant ayant le score suivant et par
EY 1'ensemble des &laves de ces deux classes : E' = EIIJ Ez

De la méme fagon, nous dé&signerons par Ey -E4 et £ les élaves des

enseignants ayant les moins bons scores avec : E = E3\J E4

B - Premiére étude comparative

. Pour chaque éléve, et chaque probléme, nous ne nous intéres-
sons ici qu'd la solution adoptée par 1'é@léve, indépendamment du processus
qui 1'a conduit a cette solution. C'est ainsi que tout &léve qui énonce,
pour le premier probléme, que la solution est un carré, fournit la bonne
solution. Cet é&léve sera opposé, dichotomiquement, a celui qui fournit une
autre réponse, ou pas de réponse. Chaque &léve est donc considéré soit

comme réussissant, soit comme &chouant & 1'épreuve.
Comparons tout d'abord, les fréquences de réussite.
Voici un tableau donnant en Septembre et en Mars les fréquences de réussite

pour les &léves des groupes E' et E-

Septembre Mars

E 78 % 40 %

E 95 % 59 %




C'est ainsi que 78 % des &léves du groupe E¥ ont fourni 1a bonne solution
au probléme de Septembre.

Le groupe E  péussit mieux qué le groupe EY aussi bien en Mars qu'en
Septembre.

Sachant que le groupe EY est formé de 58 é1éves, que le groupe E de
56 €léves, nous pouvons comparer statistiquement ces fréquences de réussite.

La différence observée en Mars entre les deux groupes est signifi-:
cative 8 2 % (1). Celle observée en Septembre est significative 3 1 %.

Si donc, les &léves du groupe E  réussissent mieux de facon
significative en Mars que ceux du groupe et » hous ne saurions 1'imputer pour
1'instant du moins, a des effets d'apprentissage(z), puisque nous retrouvons
cette méme différence significative au niveau de 1'épreuve d'entrée.

Pour tenir davantage compte simultanément des résultats, pour
chaque éléve, au premier probléme et au second, nous pouvons définir quatre
catégories d'éléves :

YV : éléves qui ont réussi simultanément les deux épreuves
~FF : é&léves qui ont échoué simultanément aux deux Epreuves
VF : é&léves qui ont réussi en Septembre et &choué en Mars
F¥ : é&léves qui ont 8choué en Septembre et réussi en Mars

(1)Dn né peut accepter, au risque de 2 % 1'égalits des frégquences;

(2) La comparaison des -széquences de réussite, supériesures a i'épreuve d’en-
trée, ne permet pas de parler d'effets d'apprentissage : elle permet davan-
tage de dire que le probléme de Mars qui implique des calculs de volume est
plus difficile que celui de Septembre qui implique des celculs de surface :
et ceci, bien que les concepts mathématiques liés au programme de seconde
soient les mdmes (volume et surface font partie des programmes des classes

antérieures : 6 et 57)



En fonction de ces quatre catégories, nous obtenons alors les répartitions
(avec les effectifs) suivantes :

YW | VF | FEV | FF
20 | 25 3 | 10
E- [ 33 |19 0 4

La plupart des éléves (& 1'excéption de 3) qui fournissaient une mauvaise
réponse en Septembre, fournissent aussi une mauvaise réponse 33 Mars : les
trois éléves qui font exception appartiennent au groupe et ;s les faibles
effectifs mis en jeu ici ne nous pérmettent pas de faire de comparaison.

S 1'on restreint la comparaison aux &léves ayant fourtgyfﬁne
réponse correcte en Septembre, nous avons alors pour 1'épreuve de'Mars
les fréquences de réussite suivantes :

et (sur 45 éleves) 3 44 %
£ (sur 52 &léves) : 63 %

Cette différence est significative au seuil de 5.% et. elle se fait en
faveur.du groupe d'éléves E-. C'est 14 un résultat qui(§ priori s'oppose

& un résultat quiaurait &té conforme & notre hypothése.

Mais pour que ceci puisse avoir réellement un sens, encore faudrait-il
s'assurer que la réussite (ou 1'échec) & 1'épreuve de Mars est un effet
d'apprentissage (méme partiel). Un examen des classements des &léves selon
Tes types de résolution de problémes que nous avons défini va 333? permet-
tre d'aborder cette question. C'est ce qui fait 1'objet de la deuxiéme étude
comparative que nous présentons maintenant.



b} Deuxiéme &tude comparative :

Présentons tout d'abord les données qui vont é&tre utilisées pour cette
étude. Les tableaux qui suivent donnent les diverseS'répaftitions des
éléves selon leur type en Septembre (1ignes) et leur type en Mars
(colonne), pour la population totale (quatre classes) et pour les groupes
d'&leves EV et E- . Les nombres qui apparaissent correspondent & des
effectifs. ' '

Pour faire le Tien avec 1a prémiére.étude comparative, i1 convient de noter
que 1'&chec (au sens de la premiére étude) estlié, sauf exceptions, au fait
que 1'élave appartient au type 1 et au type 2.

Tableaux de données
Types en Mars

# & 2
1 11 111 IV v VI
1 7 6 1 1
Types de 2 | 2 3 | 2 | Tableau 1
Septembre 3 110 16 30 | 12 6 7 | Population totale
+ -
| 4 3 4 g | EVE
w
P Types en Mars N
T I j1nofm o o jvo v
1 5 4
Types en 2 2 3 2 ‘Tableau 2
Septembre i 3 9 101 12 2 4 3 | Population e
4 1 2
v




Types en Mars

¢ —_
I I III IV v VI
S - )
1 2 2 1 | 1
Types en 2 | Tableay 3
Septembre 3 9 6 18 10 > 4 Population E
4 3 3 2
L

-~ Evolution des éléves classés en'typé 1 et 2 en Septembre : La plupart

des &léves qui étaient ainsi classés en Septembre, se retrouvent (sauf 4

sur 22) classés de la méme fagon en Mars. Dans 1'étude précédente nous avions
remarqué. qu'il y avait beaucoup plus de "FF" gque de "FV". Cette stabi-
1ité des €léves de ce type est vraie aussi bien pour le groupe et que
pour le groupe E .

Les éléves stables dans les types 1, et 2 sont plus nombreux & appartenir

au groupe EY de 1a méme fagcon, il y avait plus d'éléves FF dans ce groupe.

En termes d'apprentissage, nous pouvons faire les remarques suivantes :

- I1 semble bien que nous soyons ici en présence d'éléves qui ont des dif-
ficultés opératoires, des difficultés 3 se distancier d'une donnée concréte
pour en produire d'autres.

- L'apparente stabilité des &léves dans leur ensemble ne permet pas de con-
clure & une absence d'apprentissage pour ceux-ci : pour que cette conclusion
soit réellement acceptable,il.aurait fallu que les deux problémes soient de
difficulté équivalente : or i1 est manifeste que celui de Mars est plus
difficile que celui de Septembre.

- I1 se peut que la variation des quatre éléves qui atteignent au moins,
le type 3 en Mars, soit imputable & une effet d'apprentissage mais il se
peut aussi fort bien qu'ils'agisse 13 d'éléves qui se sont trouvés, par

1'occurence de 1'épreuve de Septembre, sous-classés par celle -ci (1)

(1} on retrouve ici le probléme de la fidélité d'une telle épreuvs.



St leurs variations peuvent tre imputées & un apprentissage qui a eu lieu
en classes de mathématiques (1), on ne saurait ici conclure & des différences
significatives entre le groupe E' et le groupe E .

- Evolution des &léves classés en type 4 en Septembre : Ceux-ci sont peu
nombreux, et se retrouvent en Mars dans un type au moins égal a trois. Ii
semble cependant que la structure mentale impliquant la prise en compte
d'une infinité de possibles soit peu stable et que la difficulté du probléme
de Mars réactualise pour certains par son efficacité, le processus de discré- .
tisation. Les faibles effectifs ne nous permettent pas de comparer de fagon
significative, les groupes EY et E7, Cependant, plus d'éléves du groupe E~
appartiennent au type 4 (8 contre 3). Or i1 s'agit d'éléves qui sont repérés,
dans la premiére étude, dans la catégorie VV. Cette différence initiale
entre Tes groupes E' et E- contribuerait donc déja i expliguer la diffé-
rence de réussite entre &léves "VV" et "WF" que nous avions mis en évidence
dans la premiére étude. (En &liminant les &léves de type 4 en Septembre, et
en recomparant les catégories VYV et VF des groupes EV et E , on retrouve

une différence en faveur du groupe E , mais celle-ci n'est plus significa-
tive). '

- Evolution des éléveS'de'typé 3'en'Septémbre : C'est la-catégorie d'é€léves
qui se disperse le plus dans les types définis pour 1‘Epreuve de Mars.

Nous reproduisons ici, les Tignes correspondant & ce type pour les &léves
de groupe E' et ceux du groupe E° (1)

1 2 31 4 | 5 6
E 8 |10 {12 | 2 |4 ]3 (39)
E 2 6 | 18 | 10 2 | 4 (42)

——— vk o P —— i "

(1) €t c'est dici , loin d'&tre évident, car les opérations nécessaires pour
dépasser les types 1 et 2 péuvent étre considérées comme devant &tre acquise

»

a 1'entrée de la seconde

(2) Les nombres dans ce tableau sont des effectifs. Les nombres en parenthése.. -

+ -
correspondent aux effectifs concernés des groupes E et E



Si nous regroupons d'une part les types 1 et 2 (difficulté avec la notion
de volume) et d'autre part les types 3, 4, 5 et 6 nous obtenons la réparti-
tion suivante des &léves en pourcentage.

1, 2 3,4, 5, 6
eF | 469 54 %
£ 1 19 % 81 ¢

La différence de répartition entre les groupes E¥ et E” est manifeste

et est significative au seuil de 1 %. 11 y a beaucoup plus d'éléves du groupe
e qui se trouvaient &tre de type 3 en Septembre et que 1'on retrouve en
type 1 et 2 en Mars.,

C’est cette différence qui explique les différences de réparti-
tion entre les catégories VV et VF de la premiére &tude. Or rappelons
le, les &léves de type 1 ou 2, sont ceux qui n'arrivent pas & caiculer un
volume en affectant une valeur particuliére a un des cotés de la boite.
I1 nous semble que cela dépend beaucoup plus de Ta structuration mentale
initiale de 1'&léve que de Ta présence ou 1'absence d'un effet d'apprentis-
sage. I1 est probable que les &léves de type 3 & 1'épreuve de Septembre
n‘ont pas le méme é&quipement intellectuel pour aborder un probléme comme
celui de Mars, mettant en jeu des données relatives a des volumes : ¢'est
ce que fait apparaitre le fait que certains &léves quirestent assez nombreux,
se retrouvent en type 1 ou 2 en Mars. I1 semble donc que dans leur ensemble
les Eléves du groupe EY soient plus faibles que ceux du groupe E .

On peut, par contre certainement repérer des effets d'apprentis-
sages dil 4 1'enseignement des mathématiques si 1'on s'intéresse aux &léves
qui atteignent au moins le type 3 en Mars, c'est a dire qui sont au moins
capable avec des données particuliéres de calculer le volume d'une boite.
Les données se réduisent alors aux suivantes :

3 4 5 6

AR 9% 19% 14% (21)
s 204 69 12% | (38




Les &léves qui se retrouvent en type 3 utilisent en Mars comme en Septem-
bre, un processus de discrétisation : il y a peu de différence entre le
groupe EY et le groupe E . Ceux qui se trouvent en types 4, 5 ou 6 ont
ajouté dans la procédure de résolution en Mars, soit une formulation, un
taux de variation, soit des &l&ments de démonstration prenant en compte
1'ensemble infini des possib1és. Les &léves qui se trouvent en type 6 sont
aussi peu nombkeux pour le groupe gt que pour le groupe E .

Le taux de variation n'est pas du programme de seconde, n'est
donné & titre dindicatif que comme théme d'étude, mais il nous a semblé
cependant, que les &léves qui 1'utilisait dépassaient quelque peu le

simple stade de la formulation, sans pour autant atteindre sans
 ambigiiité le type 6 ; c'est pour cette raison que nous avons introduit
le type 5. I1 se peut, pour tenir compte du fait que Te taux de variation
n'appartient pas aux programmes, qu'il soit 1égitime de regrouper ce type
avec le type 4. Dans ces conditions, on le voit, les répartitions des
groupes E' et E” sont peu différentes.

L'apprentissage dont on peut trouver des traces dans la résolution
de ces problémes semble donc avoir des conséquences équivalentes pour les
éléves du groupe £ et du groupe E- ; du moins, les effectifs mis en jeu ne
permettent pas d'exhiber de différences significatives.

C - Conclusion

. Les résultats que nous obtenons ne confirment pas notre hy-
pothése de travail. La premiére &tude comparative fournit méme un résuitat
plutdt en faveur des &laéves ayant des mafitres plus directifs. Mais la se-
conde étude qui'permet davantage d'étudier 1'évolution des éléves montrent
que dans son ensemble, le groupe EY est "plus faible" initialement que le
groupe E et qu'on ne saurait conclure 3 une différence significative d'évo-
Tution des éléves de ces deux groupes. On peut émettre 1'hypothése que c'est
jci, davantage 1'équipement intellectuel de 1'éléve en début d'année qui
explique @ la fois les processus de résolution adoptés pour résoudre le



probléme de Septembre, et aussi ceux pour résoudre celui de Mars. Pour quel-
ques €léves, on note une évolution, une complexification de la structure
intervenant pour la résolution, mais si 1'on se référe a 1'ensemble

de 1'effectif, il semble que'cétté évolution soit lente.

Nous avions envisa957 également de nous intéresser aux variétés
de résolution adoptées par les &léves : on pouvait penser que les &léves
du groupe et présenteraient dans leur ensemble plus de variantes que les
autres. Ces diverses variantes s'intégrent dans les divers types d'écrits
et i1 ne nous semble pas qu'il y ait 14 de différence manifeste.

On pouvait penser également que les éléves de £¥ laisseraient
davantage de traces de pistes, non nécessairement correctes, envisagées pour
résoudre le probléme. Certains éléves formulent effectivement des hypothé-
ses {comme 1'invariance de 1'aire du champ) qu'ils abandonnent, mais 1a
aussi, il ne nous semble pas, & 1a lecture des grilles-réponses, qu'il
y ait de différence manifeste.



VI . CONCLUSION

Notre expériencé d'animateur, la connaissance que nous avons
des enseignants nous montrent'qu'un maitre davantage non-directif adopte
plus qu'un autre des stratégiés ouvertes, 1aissg5£;§ ces éléves plus d'ini-
tiatives, plus deliberté de pensées, d'actions { un maitre pius directif
dicte davantage & ses é&léves ce quil convient de faire, de penser. Ces
différences se retrouvent,comme 1'ont montré divers auteurs, dans les acti-
vités des éléves, dans leur fonctionnement cognitif, dans leurs échanges
avec le maitre. I1 est donc 1égitime de se demander si ces différences
d'activités laissent des traces d'apprentissages différentes. Nous nous
sommes en particulier, intéressé ici & la résolution de problémes pour les
raisons suivantes :

- "Résoudre les probIémés" fait partie des objectifs de la classe
de seconde en mathématiques.

- Les enseignants peuvent proposer a Teurs éléves des problémes
plus ou meins ouverts : on peut penser que les maitres davan-
tage non-directifs, par Te confiance qu'ils font & Teurs
éléves, proposeront plus souvent des problémes présentant davan-
tage d'ouverture.

- L'activité de résolution de problémes implique des opérations
mentales qui se situent aux niveaux &, 5 et 6 de la taxonomie
de Bloom : on peut penser que ces activités sont facilitées par
un climat de liberté et de confiance mutuelle.



Le champ de Ta résolution de probléme est vaste et nous ne pou-
vions que nous limiter & 1'étude de problémes particuliers.

Nous avons choisi deux prob1émés, peu formalisés et d'énoncé
congu en référence @ la partie du programme de seconde traitant de 1a
notion de fonction. M&thodologiquement, nous avons pris le parti de propo-
ser aux &léves une grille-réponse ouverte comportant plusieurs parties
définies en référence a des modéles de "résolution de prob1éme§.vet en par-
ticulier, a celui spécifique aux mathématiques, de Guy Brousseau. L'ouver-
ture de la gri11e?réponse-pose-bien sir le probiéme de 1'objectivité de
1'exploitation des données, mais elle a le grand avantage de nous fournir
des renseignements intéressants sur les processus de résolution adoptés
par les éléves. Ces processus sont, dans leur ensemble, 1oin d'étre conformes
a ceux que 1'on peut espérer voir se développer dans une classe de seconde.
En particulier, nous avons &té surpris par le nombre d'&léves ayant des dif-
ficultés a faire des calculs particuliers de.surface et de volume. Notons
aussi, que le processus que nous avons appelé de "discrétisation" par son
efficacité méme a résoudre ce type de probiéme peut constituer un obstacie
didactique & franchir'pour mettre en place des processus intégrant des
ensembles infinis, continus de possibles,

Beaucoup d'éléves fournissent des explications qui ne constituent
pas des démonstrations mathématiques.

Nous nous sommes limité pour explorer 1'hypoth&se Etudiée dans
ce chapitre & quatre classes. Les résultats obtenus n'étayent pas celles-ci
Une étude comparative des processus de résolution adoptés par les &léves
en Septembre et en Mars montrent quele phénoméne est complexe; on peut émet-
tre 1'hypothése qu'il faut attribuer davantage les différences observées
d 1'équipement intellectuel des éléves & 1'entrée de seconde qu'ad des
attitudes différentes de la part des maitres. Ce travail de comparaison
utilise des typologies, mais {1 s'agit ici d'une &tude qui n'est point achevée
et qui mériterait d'&tre poursuivie. Par ailleurs, pour pouvoir mesurer ou
déceler réellement des effets d'apprentissages, il conviendrait, dans ce
domaine, de disposer de problémes &quivalents (permutables) ce qui n'est-



pas le cas des deux problémes utilisés.

En conclusion, 1'hypothése formuIég/confrontée aux faits utilisés ici,
n'est pas vérifiée. Les maitres ayant une cotation haute au questionnaire
sur les conceptions et les pratiqués de 1'enseignement n'obtiennent pas ici,
de facon significative, de meilleurs résultats. Nous ne pouvons pas, non
plus dire qu'ils obtiennent de moins bons résultats.

Les résultats obtenus suggérent, en hypothése, que c'est
1'équipement intellectuel de 1'éléve & 1'entrée de Ta seconde qui est le
facteur le plus explicatif des procéssus adoptés par celui-ci.

Si la variable "attitude de maitre” intérvient, i1 ne semble pas que le
temps soit suffisant pour qu'on puisse en apercevoir des effets sur les
structures cognitives des éléves en classe de seconde.



