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8�8 7��
��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9

8�� #����� ���
�� �� �����$�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9

8�+ :�-���, ��	
���, �	
)���� �� !"��
��	
)���� � � � � � � � � � � � � � � � 8�

8�;  ����� �� �
��
���� �	 ������ ��� ��	
��� ���
&��� � � � � � � � � � 8+

8�< �
�����	� �� ���
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8<

8�=  ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8>

% ��� ��� �� 	�#�� � ������ !&

��8 7��
��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� '
���� ���
&��� �' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��+ '
���� ���
&��� +' � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ;;

��; ����� '��
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � <;

��< �������	� ��	
 �� 
������������ �� �
���� �� ����� ���
��� � � � � >+

��=  ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � >>

' (� ������ � ����� $&
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+�� �"��!&�� �� ����"�� �	 ��
��� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9�

+�+ ������������� �� ����������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9+

+�;  ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8�8

�� ������	 
����	�� 	� �	���	� ���

) ���� *��� � ���+��� !,-

;�8 7��
��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8�>

;�� �
���)�
��� �� ������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8�>

;�+ ��	������ �� )�
�� �� �$� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8++

;�; ?����� �� �������	�� ���
&��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8;�
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- ������� ��� ��� �".��� � ������ !-&

<�8 7��
��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8=8

<��  ����$�� �!��
�	� 1 �� ���%�
����� ��"������	� � � � � � � � � � � � 8=8

<�+ ��������� �� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8=+

<�; ����	�	
 �� �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8>=

<�<  �	
�	
�� �(��-��� ���
��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 8@>

<�=  ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �89

������� ��� �� /���/��� 0�� %%!

��� ���	�	� ���

1 1//� �#� ��� %%&

��8 7��
��	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+�

��� #$�
����� �� �
��%�� ��	
 �� �����0����� �� �
�0�� �� ��&��� )	�
��
�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+�

��+ ����"�� ��
������	� �(��!������� �� ���� � � � � � � � � � � � � � �+;

��; ���&�� ��)�
����� ���
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+>

��<  ����	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �+9

2 	���0�� �� ���0��3���� #��4/��� *�� %'&

��8 7��
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���  �	
��� �� ������� � 1 ���
��!� ��
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��+ �	
)���� 1 �
� �� ��
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �;<
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Chapitre 4

Métriques discrètes

�������	

��� ������	
���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

�� -�������,�� �� ������
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

-�#�� ����&��� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 3

-�#�# .�������$�� �� ������� ����������� � � � � � � � � � � � � � � ,

-�#�#�� !������� ��� �������$��� ������ � � � � � � � � � � ,

-�#�#�# !������� $���0��$����������� �� ���	� � ��
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /

-�#�� 
�����$$� �� 7������ � �������$�� �� ������� ������������� 

-�#���� 
�����$$� �� 7������ � ����������� �� 
����0
��: �� ���$���� �������$�&�� � � � � � � � � � � ���

-�#���# 
�����$$� �� 7������6 ����������� �� 
����0
��: �� ���$���� ������� � =
. � � � � � � � � � ��#

-�#�- =
. �� ��$������ # "���� ��� �� ������$$� �� 7������
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

-�#�% =
. �� ��$������ � "���� ��� �� ������$$� �� 7������
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��'

-�#�' =
. �� ��$������ � "���� ��� �� ������$$� �� 7������
������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��/

-�#�'�� !���:�� �����&�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �# 

-�#�'�# 
��������� �� �4�������$� � � � � � � � � � � � � � �#�

-�#�3 !���:�� �(����$����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#-

-�#�, 
�����$$� �� 7������ ������ � �������$�� �� �������
��� ��� ������� ���0��"�&��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#/

-�#�/ ���������� � ��������<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� )*	�&���� �� ���,� �� ��� ,����� � � � � � � � � � � � � � ���

-���� !(� $����� � �&����� �� ���$���� ������� � � � � � � � � ���

-���# �&����� ����$��������� "��� ��� �� ������$$� �� 7���0
��� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��%

-���� ���������� � ���������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��3

��� .�����&��� �� !������*	�� ���
�"��� � � � � � � � � � � � � � � ��

-�-�� 7���"���� ���� ��� ��$����� ������� � � � � � � � � � � � � � �-�

-�-���� ������� � ��)������ � � � � � � � � � � � � � � � �-�

-�-���# 
�$���� �� <���"���� � � � � � � � � � � � � � � � � �--

-�-���� !������$� �� ������ �� <���"���� � � � � � � � � � � �-3

-�-�# ���� ���� ���$�� ������ � $���&�� �������&�� ������� � �% 

� 8�< �



�������� - �&���:��" ��"��/��"

-�-�#�� 
�)������ � �� �� �4�� � � � � � � � � � � � � � � �% 

-�-�#�# !������$� �4��&����� �� ������� �������&�� � � �%�

-�-�� !���:�� �(����$����� � ���������� � � � � � � � � � � � � � �%#

-�-�- 7��� ��� �(������ �� �
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%-

-�-�% ���������� � ��������<�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%3

��#  ��
&	���� �	� 
� 
������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �#'

� 8�= �



- � 	�����������

'�� ������������

'�� /����#����� �� ��������

#� ����"�� �� )�
��� ���
��, �� ����� �� �
���)�
��� �� ������� ��� 	� �	�� �����
��	� �	 ��� ����
	 �%�� ��� ��	� �
���
� ����
�!��� C�������"# �� ���"�-,
8@==, 8@=9D� �(������ �� ����� �
���)�
����� ��� �� �	%���� 1 �� ���	���� �!��	�
���� �� �(��-�� ��
 �� ������� ���
� ���	�� �� �� ���� �� ��	� �
��!� �	 �������
�����
�� ��� �%�������, ����� ����� ��� ��� * �� ���
�	� 	������ ��	
 ���

����� ����
�!��	��, ��� �
��&
�� ��	��� ������
���� ��� ���
�	�� ���
��!���
������ �	
 ��� ����	�� �� ���� ������� ����	�� �� �!��)
��� 7� ��� * ����
 �	� ��	�
�� ���
�	� 	����� �� 
���
��!� �� �� ���
�	� �	�������, ��	� �� ����
���� ��
�� )�
�� ��
� �%�
���� �� 
������� #� �(�	�
�� ��
���, �(	������� �� �� ���
�	�
�	������� ��
��� �� ����
 �(�����
��� ��
��&�	� �� �� �
��� ���
&���

��	
 �� ��
����
����� �� )�
��, �� �$�
�� �� ����� �
���)�
��� �� ������� 	�
��-�� ������
�	� ������ ��������� �	 �� ����� �	 ��

������ �	 ��	� ���� ��	��
�������� �� ����� �� �(��-�� �	 ��
��� �� 
������
	
� �� )�
�� �� �����	��� ��
�
�����	� �� �
���)�
��� �� ������� �%�
�� C%�
 �������"# �� ���"�- 8@==D� #�
������
� ���
&��, �� ��
�� ��������� ��	
 ���
� ����
������� 	� ��-�� ��������	�
!������� * �� )�
�� C��	� 
�%���
��� �	
 �� ���� ��	� ��
�D� '��� �� �	 �	� ��
�	��� ��	� �� �
������ ���, ��	� ��
��
��� ��	-�	
� �� ��	������ ������
�	��

 � ��������� �	 �� ����� �(	�� )�
�� ��

������ * �� ����� �(�$� �� �"���
�
����
����� C!"��, 8@=>D� .�	� 
�%���
��� �	
 �� �����
	���� �� ��� ��-�� ����
�� ��
��
��!� ;�+�

.�	� ������S��� ����� ��
�� ��
 �	���	�� 
������ �	
 �� �
���)�
��� �� �������
����� �	
 ��� ���
�	�� ��  !��)
�� �� �	
 �� ���
�	� �	�������� �	� ��	�
�
�������� 	� ����
�!�� �� ����	� �� �
���)�
��� �� ������� �	������� �$����
������ �� ����� ��	
 ��� ����� �������������� ���� �	
 �� ����	� �	 ���
����
�� ?�
��� ���
���

(���� 5����#�	� 
	 �+��)�	��

'��� 	� �
���
 �����, �(��� ��� �(���
�$��
 �� ���
�	� �	������� ��
 ��� ����
������ ������� �� ���&
� * �����
 ��� ����
�!��� �� �
���)�
��� �� ������� �
&�

������ ��
 �$�����, �������"# �� ���"�- C8@==D ������
���� ��� �������� ��
�� �� �	
 �� �
���, ��	� ��
� �������"# �� ���"�- C8@=9D �
�������� �� ������

��� �������� ��	
 �� 
���
��!�
 �� �� ������� �	��������

�� ������� �� C
���� ��D ��� ��
����
��� ��
 ��� ���� �B����� * 8 ��	
 �!��	�
;�%��� C
���� ��	
 �!��	� 9�%���D� ���, �� ����� C�������� �� ����� * 	��
������� �)�
�	
� * 	� ��
��� ��	�D �����
	�� �	
 ����� ���
�	� ��� 	� ��

�
����!� C
������%����� 	� ��

�D� �� 0�	
� ;�8 
��
������ ��� ��	��� �� 
�"�� 8��
�������� * �!��	� ���
�	� �%�� 	�� ������� �� �%��	$ �� �
� �"���	��

�� ���
� �!��
�	� �� �
���	� ��	
 �� ����	� ��� ���� �(	� ����	� ��  !��)
��
��� �� �	%��� 1 �� �������� ��
 ����0�
 	� �������� �� ������������ ��������
��
�� �� ����"� �(������
 ��� ���� ��	
 �����
 �(�

�	
 ��
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� * �� �������
�	������� �� ��	
 �	� ��	$�� )�
���� 	�� ������� C������� �
���	��
� � � � D� ��
����
���� �� �� �
�����	� ����
�� � ��� ����
� ��
 !��%����� C8@9=DE ,��/��
C8@@8DE . ��" C8@@;, ���8DE ���� C���8D�  � �
�����	� ����
�� ��� ���	�� �����	�
�	
 ��� �
���� ��
 �$����� �
������������ C+������ �� +��"��, 8@@<E ���� ��
. ��", ����E !��%����� �� ��������, ���8D �	 ��	
 ��� �
���� �����
���	��
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2�%0 ;�8 R1 =����� �� 	&�� 0AA ���	 ��� ���	����� 5 ��� �� ��� ������� �� F�(
����� ��� �� ��� ������� �� ����������	� �� ��� ������� ������������

C������� �� !��%�����, ����D�

�(���
J� ��-�	
 �� ��� ���
��!�� ��� �� ������� �� �(����
�!�� ��	
 �� ����	�
�� �� �
���)�
��� �� ������� C����� 6'� ��	
 V������� ������� J	����	�D�

(���� '����)����	 	� 
������	 	����
�	��	

.�	� ��	� ���
������ ��������� * �� �
���)�
��� �� ������� �%�� 	�� ���
�	� �	�
������� C����� #'� ��	
 K������� ������� J	����	�D�  ���� ��
�� �(���
%���
���� �� ���
� �(	�� ���
��!� ���
&��, ��	� ��	!����� �� ����	��
 �	� ��� ����
��
����
� �� ���� ��� 	��	����� �� %����	
 * ���
������� ���&
�� ���
� �� ���� ��
�(��-�� ������
� �� ��� ��	� �
��!� ���� ���� �� �����������
�, ��� �� �������
�	������� �	 ��
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)8%8%8! 1//���5� /#� ��/�#��4���� � 3���

'��� ����� ���
��!�, �����"���� C8@9�D �
����� 	� ����"��� �� �(���� �B���	�
�� ��	$ ������ �%�� ��� ���
����� ������� ��	
 ����
� * -�	
 �� %����	
 ���
� �� ����
������
� �� �� ���� �	 �����������
� �� ��	� �
��!� C�� ��
�� ���
� �� ?'� ��	

T����	 ������� J	����	�D�  �� ����
�!�� �����&
� ���� 	� ��
��� %������ C��
�	 ��%����D ��� �� �!�$ ��
��	� ��� �

�	
� ���� �(���	����� C%�
 0�	
� ;��
��	
 �� ��� �������$�, 	� ��!��� ��	%����� �$��� ��	
 �� ��� �������$�D� ���,
��� ����
�!�� ��� ����
� �� �� ����
� �� �$��� �� �� �
��� C���� ��	
 	�� ����
� D ��� �(���	����� �(��� ��� ���� �

�	
�

=���#� C8@9;D � �
����� 	�� %�
��� ��
���&�� �� ��� ����
�!�� �	 ��
���
�(�%��
 ��� �

�	
�� ��
 �� �	��, ��%����"� C8@@�D � �
����� 	� ����
�!�� ���
�	����� ��	
 �� �
���)�
��� �� ������� �	������� �$���� ��� �%�� 	�� ������$��
�	, ���� �� �
� ���, ��� �� ���� ��	
 	�� ���� �� '��� ��� ����
�!��, ��*
%����"� �
����� 	� ��
��	
� �� �$���, ��� ��	� ��
 ����"��� �� �(���� ��� ��

�
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�����
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�	
 ��� �(	������� �� ��	��	
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2�%0 ;�� R1 K		��	 �� � �	����	��� �� �����"���� ��	 �� �������� ��
����������� ����	����� -4K� �� �����"���� 0N.A�� 5 ��� ������ �� � �� � ���� ���
������ �� �����������	� �� �� � �� � ��� ������ �� ���� ��� 2�	� �� � �	�������
�� ������������ � ��� ���� �	���� �� � ��� �� �� � �� � ��� ���� �	���� �� �� � ��	
���� ?���� �	���� �� � �� �� �@ ��	� ��� �� 	������ ���� ��	�� ��

�
����� ��
 ���������� ��)��� C8@@@D� '��� ����� ���
��!�, �� �B���	� 	� �����
�
������� �	
 �� �
���)�
��� �� ������� �� �����"���� ��	
 ��

��
 ��� �

�	
�
�� �� 0�	
� ;�� �	 ���� )�������� ����������� ���� �� �
���)�
��� C�� ���&
�
��	�%�, �� ���� ��� ����� ���� �� ���
���� �� ?�
���D�

'�� �$������� ��	
 ��� ����� +' �$�����, ��
 �$����� )�""�(�� C8@@�D ��	

�� %�
��� +' �� �(���
��!� �� �����"���� �� ���������� � �
����� 	�� ���
��!�
��
 �
�������� �� �(����
�!�� �
��������

)8%8%8% 1//���5� 4��� ;� 4��� ������� �� ����� �� .���/�(�
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����� 	�� ���
��!� ����� �	
 �� ����	�����
�� ������� �	 ��

� �	 �B
� �(�%������ �(J�
� ����� �� %���� �	���� �	� ��� ��
������� �� �(�����

.�	� ��	��
��� ��� ����
�!�� ���� �� ��� +'� ��	
 ����, ��	� ������ �
�(�������� ��� ����� ��������� �� �����������
� �� �(��-�� ���� 	�� ����
�� 3 3 3 $�� � �� 3 3 3 $�� � �� 3 3 3 $��� �(��-���) ��� �� ����	��
 �� �
���)�
��� �� ���
����� ! � ��� �� ����� �	� �� � ��� �� ������� �	 ��

� ���
� �� ���� ��� 2� ,� �� ��
���� �� � �� ��	� �
��!�� �(��
�	
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	���� �� �
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���)�
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	� ����� �� � �	����	��� "��� �	
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 �� ����
�!�� �
&� ����� ��� �
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��&
� �!��� ����	���� 	�� �
���)�
��� �� ���
����� �	 ��

� 	������������� C����� 8 ���� �(����
�!�� ������	�D, �	� ��	

�!��	� ������� �	��
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�, �� ����� �� �
���)�
��� ��
����� ����	��� * �(�����
�
�������� ������ �%�� ��� �	����� C)������������ �2 � ��� �� �, � ���D ���� ��
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� �� ����� �� �(��-���  ��
�������, �(���
���� �� �������� ��	
 �!��	� ������� �	��
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��Q� �	���������
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 	�� ����  �  � � �� ��Q� 0��� �(	�� �
���)�
��� �� ������� ��	
 	��
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����� 	�� ��������� �	 
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�
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��
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�
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���� �� ?�
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���� �� �(������ �� ����	���, �!��	�� �����
������� * 	� ��� �%�� �� �
��
��� �	%���� 1 	� ���� � ����
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�����	� ����	� �� ������	
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�	�� �	�������� ���� �(������ ���
���

��7� � �� )8! 9� #3�#44� �� I����� � �����: 4��� � � ���� �� ��������
�� ����� �� ������� ����	��� �� ���	��� �� T�	���� ����	�� ��� ��� �	������ ��
������� ����	�� �� ����(��������� ����� ���� ��� ����� ����� �� �� ���� ���� �	����
�� �� ��� �� ����� ��� �� � ��� 2 �� ��

'��� �� �	 �	�, ��	� �� ��	� ���
������ ��� * �� �������� ������� �	 ���
�
���� �� ?�
��� ��� 	��	����� * �� �����
	�����  ���� ��0���� �� �����
��� 	� ���
���� 	��	�, �� �B��, ���� �� ��� �P 	� ���� ��� ��	������ �� ��	$
����, � ��� �
��
�
����� ������ * 	� ��� ��	$ ����� ��
 ����
�, ��
��	(	� ����
���
�� ��� ������ * 	� ��� ��, ��	� ��%��� �	� �� ���� ����
���� * �(��!�
���� ��
�� ����	�� �� ���� �� ���
���� �	����� ��� ���� � �

� ��
�
 �� �� ��0���� ;�8, ��	� ��	%��� �� �� ��0�
 	�� �
���	����� ��
'���	��" ���
&�� ����� �	
 ��� ������ �� �
���� ���
&����

��7� � �� )8% 9�� #�3��#� �� �� ���#��#� � ���+��: 4��� � � ���� �� ��(
������ �� ������ ����	���� � �	��������� �� �����& ����	
�� ��� ����� ��� ���
������� ���� ��� ������ ���� �� �� ������� ����	�� ������� ��� ������� �������	��
���	� ���� ������� �� ��� ���� ������� ������	��� ��� �������� � ������ ��� ��
���	��� �� T�	���� ����	�� ������ ! � �

��� ���� ���
� �� ���
���� �� ?�
��� �� �� �
���)�
��� �� ������� ��� ���
����
�� ��
 !��� �� �"0 C8@@<D� � ��	� ������
��� ����� �������� �� ����
� , �(�������� ��� ����� ���
��� �	 �����������
� �� �(��-�� ���
�� ������
�, ��
���
���� �� ?�
��� ���
�� �� � ��	� �����, �� ��	� ���� �� �(��-��, �� ����
�� � �	 �	 ��� �� ��	� �
��!�� ���, ��	
 �����
 �� �
���)�
��� �� �������, �
�	M� �(�B���	�
 	� ������
������� �	
 �� ���
���� �� ���	����� ��	� ��� �����
���
��� ��
 �� ������� �	 ���� �� � �� ��	� �
��!� ����� ��
 �� ���
�����  �
������
������� �� )�� �� ����� ����
� �� �� ����
� �� ����� ���
�� �� �(��-���

����	�
� �� �
���&�� �	 ����	� �	 ���
���� �� ?�
��� ��
��� ���� �� 
��
��	�
� �� �
���&�� �	 ����	� �� �� �
���)�
��� �� ������� �	�������� .�	� �
��
������� ���� �� ��
��
��!� �	%��� �� ����	� �� �
���)�
��� �� ������� ���� �	
 ��
���
���� �� ?�
��� �
����� ��
 !��� �� �"0 ��	
 �� ��� �(	�� �
��� 
��	�&
�
�� ������� � ��	
 ���	�� �(�����
� �� + �� �	
 ��� �
��� ��� �������
�����
�	��	���

� 88� �
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(���( 7"' 	� 
��	����� � ����	 ��� �	 
��!����	 
	 6������ 
��.
��	�

!��� �� �"0 C8@@<D ��� �
����� 	� ����
�!�� �
&� ������� �� �
&� �M���� ��	
 ��
����	� �	 ���
���� �� ?�
��� ���
�� �� ���� ��	
 �� ����	� �� �� �
���)�
��� ��
������� �	������� ���� �

�	
 ���� �� ��� �(	�� ���� ���
� �' ����� �
 3 3 3 $���
�
 3 3 3 $���

'��� 	� �
���
 �����, ��� ����
�!�� �B���	� 	� ����"��� ��� ����� �� �(����
�� � � 
 * � � $�� � �!��	� ����� � � 	 �� �(����
�!��, !��� �� �"0 ����
������� 	�� ��
	��	
� �� ������� �	 ������� �� ���
���� �� ?�
��� ���
�� %#�

��� ���� �	�  �� ���� ��

��������� �	$ ����� �� � ���� �(�
������ ��� �)�
�	
�
�	 ����� * 	 C%�
 0�	
� ;�< ��	
 ��� �������� �� !��� �� �"0D�

x

y

y=r’

u

w

v

y=r
���

���
���

���

2�%0 ;�< R1 E������� �� !��� �� �"0 5 �� � �� : ���� ��� ����� ��	����� !
�	 �� �	� � ���		
 �� ��:		
 ���� ��� ������ ����	�������� �� � �����	��� �� ���� �� ��:�
	�������������� �� �� � �	���� � � 	� ��� ��� �������� ���� ���� &	 � ��� �� :�
�� &	� � ���:� ����	 �� ����� ���	 ��� �������������

� �� 0� �� �� ��
��	
�, 	� �	�
� ����"��� �� � � $� * � � 
 ��� �B���	�
��	
 )	�����
 ��� 
��	����� �� ��� �����
	
� �� ���
���� �� ?�
��� * ��
�
 ��
���
����� ��
���� C%�
 0�	
� ;�=D�

2�%0 ;�= R1 =�&�� �� ������ �� � �	������ �- �	���
	�� ������ ��� ��� ��(
�	���� �� T�	���� �	������ 7���� �������  � ������	 �� ���� ����� ���� ��		��(
����� � �	��� ����	�� ��		������ �� ������ ���(��������� �� ��� �	����� �� ����(
������� ���� ��� �����	���� ���	� ������

'��� �� �	��, ��	� 
�	������ ��� �������� �� !��� �� �"0 1 �� ���� &	 ��
��	���������� �� ���� �	 ���� ��� ����	��� ���
������� �� �
��� � � 	 C%�
 0�	
�

� 88+ �
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;�<D� ���, �� ���	
 �� �(����
�!�� 
���� �� 	� ����	� �M���� ��� ���� �� &	 *
��
�
 ��� ���� �� &	�� �� ��� ��	%��	$ ���� �
������ ���� �� ���� � � 	 �� �(�����

 ���� �
�������� �M���� ��� ����� �	
 ��	$ ����
%����� 1 �� �
��&
� ��� �	(�
�� ��	� " �%�
 ���� &	 �	(	� ��	� ��� ��
 �������� '��� �� ��� ����
�
�, ��
�����
�� ��	� ��� ��	$ ���� �� �J�� �������, ��� �(���
�����
� ��� �� �
���
� � 	, ��� ��
� ���)���	� �%�� �������� �� ������� ����
%���� ��� �	� � ��� ����
�� �	 ���� �
�� ����� ��	
 �������, ��� �
�
� ��� ���
� �
���
%� �	
 �� �
��� � � 	
��	
 ��� ����	��� ��	�� ��� ���� �� &	�

�� �
��&
� ����
%���� � ��	
 ������	���� �	� �� ���� &	 ��� ����� �	� 1

	&		 � $�

�� ������� ��	� �� �	� ��� ����	�� �� &	�� ����
�W�
��� C� ����� ���� �����
%���D
���� �� �J�� �
�
� ���� &	�

�%��� �� �������
 �(����
�!��, ��	� �
�������� ��� �������� ��	
 �	(	� ���
�� &	�� �� ��� ��	� �
����� ���� �� ���� &	�  �����
��� ��	
 ���� �
�� ����
�� �� : � �� �� �(���� ���� �	� � �  �  :� :� �
� �	� �� ��� � ��� ���� �	
� �� : �� ���� �� � �	���� � � 	 � �� ����	�� ������� * � �(���
����� ��� �� �
���
� � 	 ���
� �	� �(��� �� ��� ��	
 ��� ����	��� �������� * � �� :�  ���� �
��
��� ���
��	��
�� ���� �� 0�	
� ;�< ��	
 �� �
��� � � 	��

#� �� ������ �	
 ����� ��0����, ��	� ��	%��� )�
�����
 �(���
��!� �� !���
�� �"0 �%�� �� �
������� �	%���� 1

	��/�� � �� )8! C��� ����� �� ���� � ���� �������� � �� ����� �� ��� �	���� %� �
����	����� �� ! � ����� &$ �� ��� ��������� �� �� ������ � ����� ��� ��	� �� �����
� �� : �� �'��� ���� ��� � �� : ������ � �� ���� �� %�

	���0� � ����� �����"����� �"� �33�"��&� ��� 3� @.��� - E �4��&� �"� 3� "��6���� 8 "�
3� ��33�3� �""���&� 7 � �4�����"���� ��" %) �3��" �� ����6� ��� ����� �� "���" :��
���!��� � "�� % �� ����"3����� % (�":�4�� "�55�� �� .� 3� �3�" ������ ;������
%� ���" 3� @.��� - E> ���"�) "� 3�" "���" "��� �� ��"����� .&�&��3� ;��" :�����
�����" ���+�3�:��">) �3 �4�%�"�� :�� ���% "���" ��(�����" 7 �� "�55�� �� .�) ���
� �� :) �� ��" ���% "���" ���!��� � "�� % 

�� �3�"����" "���" "��� ��(����� �� "�55�� �� .� ���"��&�&) �3 "�A� �4�� ����"��
���% �� ���%,�� 6&��@��� 3� ������&�& �� ������ �� � 

�� ����6� �� 3� �����"����� ���" 34����� "��" �� 34&:��6�3���� 3�.�:�� �"� ���,
6��3� 8 "� � �� : ������� �) �3��" .� � % � � ��� �&@������ �

#� �(�	�
�� ��
���, �!��	� ����	����� �� ���� ���� ��� ����� &	 ��� �
��� ��

�� )�� �	(	� ��� ��� ���!� ��
 ��	$ �	�
�� ����� 7� ��	� )�	� ���� 	� �
�����
��
������� �� �������
 ��� ����

� �� ���� ���		
 �(���
������ ���
� �� �����
�� �� ���� �� �� �
��� � � 	, �
��� ���� ��
 � �� : C�%�� ��	-�	
� �  �  :D � �� ��	������ � �(������� ��
���		
 ��� �	��
�	
� * �(������� �� ��:		
� H	��� � �(" � ��� �(����	F��, �� ��	

����0�
 ��� ��������, �� ��

� ��� ��	�G� �	� ���		
� 5�
���������, �� � ���� 1

��� � ��: C;�8D

�� ��
� �� �$���. ��� �		��	

��� �($
 �	�
� � �	
� 
	���� ���� ��� �� � � �� �� ���� ��� ��� �� � � ��

� 88; �
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2�%0 ;�> R1 :�����	���� �� � �	���� 5 .� ������	����� �� % �� �� ������ ��� ��	� ��
����� ����� � �� �	������ � �	���� % ��	� �� ������ �� .�� 2�� ����� � �����
! �� ������ �� ���	��� ���� ��������� �� �	���
���

� ��	� ��������� ��� ���
������� �� �!��	� �������, ��� ��� ����� ��
 1

(�� ���(� � �� � ����� � ��� � 	�� C;��D

(� � ���(� � �� � ����� � ��� � 	�� C;�+D

5��������, �(��	���� ;�8 ��� ��	%������ * C!��� �� �"0, 8@@<D 1

�:��������	���������������� � ������:�
�����	�:������:�

������ C;�;D

.�	� ��	%��� ���� ��

� ��������� 	� �
����� ��� 	5���:�>�>/>�; �	
��
��� �� �����
 � � �� : ������ � �	
 � � 	 C%�
 ����
�!�� 8=D�

1�3�� �54� !F �
����� ��� 	5��� �� !��� �� �"0 C8@@<D
��� 	5���:�� �� :� 	; Z� ���%	� ����� �� � �� : �� �� ��	�� � � 	 -[
�� �������� ��: � ����� � �� � �	��� � ��� � ��� � ���� � �� � ���:�

 � �� �
�	�:� � ��� � :�

� � �����

�%�� �� �
����� �� �� ������� ����
%���� �� !��� �� �"0, ��	� ��	%���
��������� �
������
 �� ���	
 �� �(����
�!�� �	 ��� �� �
����	
� �� �	��
�����
��� ���� �(	�� ���� �� ���� �������� �	��������� �(����
���
 * �� ���� &	 �����
������ 	�� �
��� � � 	� '��� �� �	�� ��	� ������ 7�����	 ����� ���� �� ����
��������� #� �
���	�, ����� ���� ��� �������� ��� ���� �� &	�� �� ��� ���� �
������
�	
 �� �
��� � � 	� �	�
����� �� 1

.������	 � &	�� � �� � � 	 �� � 	�

� ��� ���� �� 7�����	 ���� �
�� ��
 ������� �
�������, � �	M� �(�����	�
 ��
�
����� ��� 	5��� �� ���&
� ���	����� �%�� 	�� ��
	��	
� �� ��� ��	� ��
���
���� �� �����
 ��� ���� �	 ��
���� ���!�� ��
 �(�	�
�� C%�
 ����
�!�� 8>D� .�	�
�������� ��� 	� ����
�!�� ���� �� ��Q� ��� ����
� �� �� ����
� �� ���� ����
.������	�

� 88< �
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����
�	��� �	� ��� ����
�!�� ��� ����
� * ���	 	���� ��
 3�� �� ��	
 ��
����	� �(��%������ ���%�$� C%�
 ������ �� �"0 8@@�E #� !��% �� �"0 ����D�

1�3�� �54� !$ �
����	
� �� �	��
����� �� ���� �� !��� �� �"0 C8@@<D
�����������5�����:.������	>	;
�� &	��� � .������	���
�� &	��� � .������	���
�� 3\� , �\+ , �\	.������		
�� �#�� *�� % � � <# ��
�� : � .������	�%�
�� �#�� *�� , � � �� ��� 	5���C&	 �, � ���&	�,�� :� 	D <# ��
�� , � , � �
�� 7� �� �#�� *��
�� , � , � � , % � % � �

��� &	�,� � :
��� 7� �� �#�� *��

:
, �(��
&� �� �
��&
� ����
%����, �� ���� &	 � 	�� ����� ��
��� ��
 $� �� ��

������	��� �(��� �	�� �� ��� ��	
 �� ���� .������	� '� ��	�, �� �����
	���� ��
����� ���� * ��
�
 �� &	�� �� )�� �� ��$���

�� ������� �� &	�� %�
� &	 �� )�� ���� �� ��$���  ���� 	��	����� ��	$
����"���� ���� �������
��, ��	� �������� 	�� ������$�� 0���� ��	
 �� �����
	����
�	 ���
���� �� ?�
��� ���
�� �� �� �(#'� �� ��$�$��, �(����*��
� ����
� �� ��
����
� �� �$��� �� �(���� E �� �	 ��� ������ ��	
 �� �
���&�� �� �� �
���)�
���
�� ��������

���������, 3��� �� )� C8@@9D ��� �
������ 	�� ��������� �� ��� �����

�!�� �� ������
��� 	�� ���
��!� ����� �	
 ��� �����, �� 
��&�� �� ������$�� ��
��
�
$�$��� �P � 
��
������ �� ����
� �� ���� ��� �(����
�!�� �������� ��	-�	
�

	�� ����� �(��������� �� ��$�$���

'��� �� ��
��
��!� �	%���, ��	� ��������� 	�� %�
��� �
������������ �� ���
����
�!�� �%��� �� �(�����
� 0�������� * ��� ����� �� +�

(���� 7"' 	� 
��	����� � ����	 ��� �	 
��!����	 
	 6������ 
��.
��	�

'��� �� �	��, 	�� ���� ) ��  �������� ��
� 	� ��	���������� �� �
 ���� ���$���
3 3 3� ���$
�� .�	� )�
������� ��	� �(���
� �� ����� �� ���� ���� 	�� �
��� �� �
�
�� ����� �� �	�� ��� 	�� �$������ �� + ��� �����, �������� �� !�	��	
� �� �'N+'�

��7� � �� )8' 9��"� ����� �# ,��� � 4��� �� �#�� ���  4#3� �� � 4��� �� :
>� ���� ��� �� �������� �� $� ������ �� ������ ���$��� 3 3 3 � ���$
� ��� ��� ���
���	������� ��� ������ �� ��'�	��� ��� ��� � , ���������� 7� ���� ��� ���� 5

"������������������������	 � ����� 3 3 3 � ����� ��� ����� 3 3 3 � �
� � ) 	 � � �� � $��

'��� �(���
��!� �	�������������� �� ����� �� .���/�(�, ��� )	���� ��
�������� ���� ����	���� �� ���� �� ����� �
�!�����	$�

�(��� �� �� %�
��� +' �� �(����
�!�� �� �
���)�
��� �� ������� ����� �	
 ��
���
���� �� ?�
��� ���
�� ��� �� �	%���� 1 	����
 �� ����������� �� �	��� ��
�����
	
� ��� ���
����� ��
���� ���� �!��	� ��������

� 88= �
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'��� ����� �� .���/�(� C8@@;D, ��� �	��	
� ��� �
������ 	� ����
�!�� ��
%�
�� ��	
 ����	� �� �
���)�
��� �� ������� ��	
 �����
	
� 	� ��� ���
����� '���
���
� ���
��!�, ��	� �
������� 	�� �����
	���� ����� �	
 �(���
��!� �� !��� ��
�"0 ��
������� ��� 	�� �����
	���� �� ����� ������ ��� �	(	�� �$��������
��	
 ��� �
���� �����	��	���

 ���� ���
��!� �� ��������� ���� �� �
�� ������, 	�� ��
 ������� 1

K�#/� ! � ��
� �� ����� �
��&
� �����, ��	� ����	���� 	� ���
���� �� ?�
��� ��
������� 8 ���� ��� �	��� ��
���&��� * �(�$� ��� �� #� �(�	�
�� ��
���, ��	�
���	����� ��	� ��� �$��� �� �(��-�� ��
 �� ��	� �
��!� �$�� �	 �����������
�
�"��� ��� �J��� ���
������� �� � �� �� �� � 	� ���� �� �(��-�� ��� ��	������
�� ��	$ ����, ��	� �!������� �
��
�
����� 	� 
��
��������, �� �!�$ �(�	
�
�	�	�� ���
����� ��	
 �� �
���)�
��� �� ��������

 � ����	� �� ���
���� �� ?�
��� 	����������� �� )�� �� ��	$ ��
��	
�
�� �!��	� �	�� �� ���� �� ��Q� ����� �� ����� �
��&
� ����� ��� �� ��$�$�$��
C%�
 0�	
� ;�9����D� '��� �� ��� ��
��	��
 �P � �(" � ��� �� ��� �� �J�� �
�� �� �J�� �, ��	� 	������ 	�� ���	���� ������� ����� ��
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2�%0 ;�9 R1 :�����	���� �� ����� +� 5 ��� ����� ���� ��������� �	 ��� ����	� �� ��
������� ��������	 ��� ������ �� ���� �� �	 �� ���� �� ���� �	����� ��� ������ ����	�
���� ���� ���	�� 	��	�������� ��� ������� ��� 	������ �	
� ��� ���� �	����	� ��&���
�� ������ ��� 	������ �	
� ����	������ ��� ����� ��� ��� ��������� ��� ����� �� �
�	�����	� �� ����	������ 5 . ��� ���� �	 � �� <� � ��� ���� �	 � �� < �� ����
�� � ������� �������	���

K�#/� % � �(��-���) ��� � �� �����
	
� ��� ���
����� �� ?�
��� ���
��� ����
�!��	� ��	�� ��� �� �� �(���� +'� ��	
 ����, ��	� ������
��� 	� �	�� " ��0�
��
 1

"	���" � ���� �� �� � ) 	 � � 	� � � �� � � �� 3 3 3 $���
 !��	� ���� �	� �� �� �� �� �	�� ������� ��� ���
������� �	 ��� �� ��	� �
��!�
���� �!��	� ���� C�	 ���� �$� ��� �D� .�	� �������
��� ���� �� �	��, ��� ����

� 88> �
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�
������ ���� �� �	�� ��� �������� #� �(�	�
�� ��
���, ��� ���� ���� 	�����
���� ��� ���
����� 8' �� ���� �������� ��	
 ��� ���
����� �' ��0�� ����
��� ��	����

���, ��	� �%��� 	�� ���� �� �������� ����� �	� 	.������	 � $� �� ��	�
��	%��� )�
� ��� �J��� 
���
�	�� �	� !��� �� �"0 1


 ��	� �(�%��� �	(	� ��	� ������� ��
 � C��
 �����
	���� * �(����� 8D E

 �(�
�
� ����� ��� �
������� ��� ���� ���� ��� ����	��� ���
������� �� �	��
���� �� ���
���� 0��� ��� �� �J�� �	� ���	 ��� �������� �	 �	���

.�	� ��	%��� ���� �����	�
 �� �
����	
� �� �	��
����� ��� ���� �� !���
�� �"0 ����� ��
 �(����
�!�� 8>, �� ���&
� * �	��
��
 �� �� ���� .������
��� ���� ���� ��� ����	��� %��� ����
�W�
� �	 �	�� " C%�
 0�	
� ;�9D� 7� ��	�
)�	� ��������� �
������
 	� ��	%��	 �
����� ��� 	5���5�� ����� �����
�	� �� �	��
����� �� )�� %�
��������� �� ��� !�
4���������� ����� ����
�(����
�!�� ���� C%�
 ����
�!�� 89D�

1�3�� �54� !C .�	%��	 �
����� ��� 	5���5��
��� 	5���5��:�� �� :� 	; Z� ���%	� ����� �� � �� : �� �� ��	�� � � 	 -[
�� �������� ��:� � ������� � ��� � �	�� � �� � �� � ��� � ��� � ����:�

� � ��� �
�	�: � �� � :�

 � ����

.�	� �����	��� ���� �(����
�!�� 8> �%�� �� �
����� �� ��	� �����
	����
��� ��� ���
����� �� ?�
��� ���
��� ���� �!��	� ��	�� �� �(����� O����
����� �	� ����� �	��
����� �	
 	� �	�� �� )�� �� ����� ����
�, �(����*�
�
� �� ��$�� ����� ��� ��������, �� ��Q� ������ �� ����� ����� ��� ���� ��
��$�$�$���

K�#/� ' � �(��-���) �� ����� ����� ��� �� )	�����
 ��� �B�
���� ���
����� ��
?�
��� ���
��� �' �� �!��	� ��	�� ��	
 �����
	
� �� ���
���� +'�

.�	� ������
��� ���� �� �	�� " � ���� �(���� ��0� ��
 1

" �	�"�� � ���� �� �� � ) 	 � � 	� � � �� � � �� 3 3 3 $��� C;�<D

� �!��	� ���� �	� �� �� �� �� �	��, ��	� �%��� ��� ���
������� �	 ��� �� ��	�
�
��!� �	 %�$�� �	� �� �� ��
� ��� ���� ����
������ �	 ���� ��
���&�� * ��� ��
�� !�	��	
 �� ��� ���� �	 �	�� " � ��0������ ���
� 	�� ���� �� �������� ��	

�� ���
���� ��
��� +' �� ���� �� " ��

.�	� ��	%��� )�
� ��� �J��� ����
%����� �	� !��� �� �"0 ��	
 �� ��� +' 1


 ��	� �(�%��� �	(	� ��	� ������� ��
 � C�(��� * �
� 	� ��
 ��	��D E

 �(�
�
� ����� ��� ���
������� �� T�U ��� ���� ���� ��� ����	��� ���
�������
�� �	�� ���� �� ���
���� 0��� ��� �� �J�� �	� ���	 ��� �������� �	
�	���

�(��� ��� ����
� � �(�����	�
 	�� �	��
����� �� ���� �	
 �� �	�� C%�
 0�	
�
;�@D� �%��� ����, � ��	� )�	� �������
 �� �
����� ��� 	5���56� �	 ��
�
	�����  ��	�� �
��� �� �
�	����� �
�� ����� �� �� : � �� �� �� ��
��&�
�
�	 �	�� +' �� � 	� � � ��� 7� ����� � �� ��� � ��� ���� ��
 � �� : �	
 �� ����
�� �� �
��� �� � 	� � � ���

� 889 �
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'� �� �J�� )�S�� �	� ��� ��	����� C;��D, C;�+D �� C;�;D, ��	� �%��� 1

(�� ���(� � �� � 	�� � ��� � ��� � ��� � ������ C;�=D

(� � ���(� � �� � 	�� � ��� � ��� � ��� � ������ C;�>D

#� ���� 1

���� �
��� � ��� � �� � 	�� � ��� � ��� � �� � 	�� � ��� � ���

���� � ��� C;�9D

.�	� ��	%��� ��������� ��

� �� �
����� �	 ��
� 	���� ��	
 �� �	��
�����
+' C%�
 ����
�!�� 8@D�

1�3�� �54� !& �
����� ��� 	5���56�
��� 	5���56�:�� �� :� 	� �;

Z� ���%	� ����� �� � �� : �� �� ��	�� �� � 	� � � �� -[
�� �������� ��:� � ������� � ��� � �� � 	�� � ��� � ��� � �� � 	�� � ��� � ���� �

��� � ����:�
� � ��� � �: � 	�� � �:� � ��� � �� � 	�� � ��� � �����

#� �!������� 	��	����� �� �
����� �� �(����
�!�� 8>, ��	� 
�	������ ���	�
� �� �������� ��� 	� ����
�!�� ����
� �� �� ����� �	 �	��, �(����*��
� ��
��$��, ��	
 �	��
��
 ��� ���� ��� �
������ ���� �� ���
���� 0����

#� �����	��� �� �
�����	� ��	
 ��	� ��� �	���, ��	� �%��� 	�� ������$�� ��
��$�$�$�� ��	
 ����� ������

����

T’ T’

caché_par_3D

2�%0 ;�@ R1 :�����	���� �� ������ 1 5 ��� ����� ������ ��� ������ �� ���� ����
��������� �	 �� ���� �� ���� �	���� ��� � ����� �� �� ������� � ����	������ �� �����
1� ���	 ��������	 ��� ���	�����

��L� 3��"#� O���� ����� �	� �!��	� ����� �� �(����
�!�� �� )�� �� ��$�$�$��,
�� ��Q� ������ �	 ����	� �	 ���
���� �� ?�
��� ���
��, �� ���� �� �� �
���)�
�
��� �� ������� �	������� +', �� )�� �� ��$�$�$�� �� �	 ��� ���� ����
�
�� �� ����
� �� %�$��� �� ������ ��	
 �� �
���&���

�(����
�!�� ������ ��	
 �� ��� +' ��� �
������ ���� �(����
�!�� ���

(���/ 7"' 	� 
��	����� � ����	 ��� �	 
��!����	 
	 6������ 
��.
��	�

'��� �� ��
��
��!�, ��	� ����
������ �(���
��!� �
������ �� +' ��	
 ��� �����
�������������� ��
������� �� ����	� �	 ���
���� �� ?�
��� ���
�� �� �� ��
�
���)�
��� �� ������� �	������� �� ����� ������� .�	� �
�	%��� �	�� ���
�B�
����� ����
%����� )���� �
���������� ���� �� ��� +�

� 88@ �
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1�3�� �54� %, '��
���� �� ?�
��� ���
�� �� +'
���%�����5,������5#������56�:);

Z.���� � / ����
 ��� �	�
�� ��#� ��![
�� /��� 2 �� 8 * $� <# ��
�� /��� , �� 8 * $� <# ��
��  ���	� �	 ���
���� �� ?�
��� 	����������� ���� �� �	�� "�� ��
�� 7� �� /���
�� 7� �� /���

Z.���� $ / ����
 ��� ����

�� ��#� ��![
�� /��� � �� 8 * $� <# ��
�� /��� , �� 8 * $� <# ��
�� �����	�
 �� �	��
����� �� ���� ���� �� �	�� "�����

�%�� �� �
����� ��� 	5���5��
�� 7� �� /���

��� 7� �� /���

Z.���� ( / ����
 ��� ������� ��#� ��![
��� /��� � �� 8 * $� <# ��
��� /��� 2 �� 8 * $� <# ��
��� �����	�
 �� �	��
����� �� ���� ���� �� �	�� "��� ��

�%�� �� �
����� ��� 	5���56�
��� 7� �� /���
��� 7� �� /���

)8%8F8! 1�#���� �5��� *��

7��
��	���� ��	� �(���
� �	���	�� ��������� .�	� ������
��� ��
 �� �	�� 	� ���
�
���� �� ?�
��� ���� %� �� ������� , �(��� * �
� � ! �
 � .�	� ������
���
�	�� 	�� �
��� % ���� �
 �� �� ���� �$ �� �
�-����� �
�!������� �� ����� �� �
 �	

%� �	
 ����� �
���, ��	� ������ ������
�
 	�� �
���, ����� �, �� 	� %����	
 	���
�
�� ���&
� * ��
��	
� 	� �
�
� ��� ����� �� %� .�	� ����
��� �	�� �������
 ��� ����
�� � �� * � ���� + � �(�������� ��� ���� �� � ���� �� ����	�� ������� ���
�����
�� �
��� %� O���� ������� ��� �
��
���� �� ���%�$�� ��� ����	��� �� ?�
���, ��
������ ��������� �(	� �
�
� ��� ����	��� �� * �� ���� �� �� �
��� % 1 �(���
������
�(	� ���%�$� �%�� 	�� �
��� ��� 	� �������� � ��
� ���� ��� ��� ������	��, ���
�������� ���� ���������� �
�������

��	
 �
�	%�
 ��� ����
%����� )���� �� �' �� �� +' C���� ��� ������ � �� +D, �
��	� )�	� ����
�
 ��� ��	$ ����� �	%���� 1


 � ��	$ ���� �� �
�-������ �
�!����������� �	
 % �	 �J�� ����, �(	� �� ���
��	$ ���� ��	� J�
� �	��
�� ��	
 
���	�
� �� �
���&�� �� �(���
������ ��
%� �%�� % C�
��&
� ����
%���� �� !��� �� �"0D E


 �(�
�
� ��� ����	��� �	
 % ��� ���� �� * ��� ��������� �%�� �(�
�
� ��� �
��
-������ ��� ���� ���� �	
 %, ������ �$���� C������� ����
%���� �� !��� ��
�"0D�

'� ���&
� ��	�%�, ��� ��	$ �
��
���� ���� �
���	� �
%���� ��� � ����
�W�
�	(	�� �
�	%� )�
����� �� �������� �(��� ��� �%������

� 8�� �
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��	� �(���
�, ������
��� ��	$ ����� � �� � �� �, ������ > �(!"��
�����
������	
 �	 ������� ���� ��

��
% 	� %����	
 �
����	
 �� %� �� �
���
 ����� ��	�

��
��� �(����%�
 �� � ��� ����� ���!�����	��, �(����*��
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� �
�	���
	� ���� �������������� ����� ���� ��� ��� ���	���� �� T�	���� ����	��� +�
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�� ������� 5 ��� ���� ���	�� ��� �	��� ������ ��� ���	��� �� T�	���� ����	�� 1�
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���)�
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������
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)��� ������ �� �(��-�� * ��
�
 �(	� ��	�������

�� �� ��

2�%0 ;�89 R1 ,������	������ �	 ��	��� ��������� ! �	��	 ���� ��������� 5 ��� ��
��������� ������ 6�	� �� ����� �� �������� �� ������ ��� 	������	������ ����� ���(
��	��� ! ��� ������� O �� ��������� �� ��� 	������	������ ! ��� ������� +A�
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����	� 	� �����)����	 	� 
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��	���� 	�� ��
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���, ���
� �(��-�� ���
� �� �� �
���)�
��� �� ��������  ���� �����
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�!��� ��	
 ��� �
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'��� 	� �
���
 �����, ��	� ������
��� ��� �
���� ��
���������	��� #� �
��
��	�, ���	��	� �(����
��� �(���	���� ������	�� �� ����
� ������� �
��	����
��� �
���� �	 �� ���� ��� ���
���	��� ��
 �$�����, ��	
 ��
���� �"��� �(����
���
�� ��	
 ��
���� �"��� �� ��
�� �	 ��
��, ��� 
����
�� ���
� ��� �
������ ��	%���
����
 -	��	(* + �	 <�

'� ����
�	$ �
�%�	$ �$����� ��	
 
���	�
� �� �
���&�� �� �� �
���)�
��� ��
������� �	
 �� �"�� �� �
���� '��� �� ��� ��� �������� �� �!��)
��, ������� ��
!��%����� C����D �
�������, ��
 �$�����, 	� ����	� ��� ���� �	 ����	� ������
�� )������ �	 )����	
 �(��!���� ���
� ��� �$��� '��� �� ���, � �� )����	
 �(��!����
%�
� ���
� ��	$ ����� %��	��	��, � )�	� 
�����	��
 ��� ���� �����	$� ��	
 �� ���
�� �� �
���)�
��� �� �������, �(����
�!�� �� ����� �� .���/�(� C8@@;D, ������
��
 $����� C8@@=D �� )��4���� �� �"0 C����D, ��
��� �� ����	��
 �� �
���)�
���
�$���� �� 
���	� ��� �� �
���&��� .�	� ����
���, ��
 �� �	��, ������� ���
�
���
��!� ��
��� ���� �	�� �� 
���	�
� �� �
���&�� �%��� �� �����
 * ��� �������
���
��� ��	� ������$�� C�
��� !�$������� ��
 �$�����D�

��� � 	� �������� �� ���� ��� �	� � � ���� �� �� � ���� .�	� ������ �()

�(�������� �� ���� ��� ��� ��� �%�� ��� �� �� � �� �� �, � � ��

	��/�� � �� )8% 4��� %� �� ���	��� �� T�	���� ������ �� ����� � �� %�
� ��
���	��� �� T�	���� ������ �� ����� �()� ��	� 5

%�
� � �()�%	���

�P �() ��		������ ! �� ��������� ��������� �� � ������ � �� �� ���������
��������� �� � ������ ��

	���0� � �� ����6� �"� �������) �� ���"��/�� ��" �����" �� �� �� 	 �� � �� ��� �� ��
	� 3���" ���3�.��" � ���" �() ) �3��" ���" �6��" 8

������� ��  ������� 	� - �������� ���  �������� 	��

�J ���� �"� 3� ��"����� ���3������� 

���"�) "� �� ����� � ���������� 7 3� ��33�3� �� "��� � ���" %� ) �3��" �3 ����������
7 3� ��33�3� �� "��� �� ���" %�
� ) �� �&�����:��5��� �

5��������, ��	� ��	%��� 	����
 �$�������� ��� �J��� ����
�!��� ��	
 �$�
�
�
� �� ���
���� �� ?�
��� ���
�� �� �� �
��� ��� 7� �	M� �� ��� �
���)�
��

�%�� ��� �!��������� �(��!���� ������� �� ��� �����
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&� 
���
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�, �� �
����
)�
��� �� ������� �	������� �	
 ��� �
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�	� ��	� �%��� ��	��
� �� +' ��� �	�� %������ �	���� �	� ��� �� ������� �� ���� ���
����
�!��� �
������ �(�������� �	�� ��	
 ��� �
���� �����
���	�� �� �������
�

� ��	� ������
��� ��������� ��� �
���� �����	��	��, ��
 �$����� ��� �
����
!�$��������, �
&� ��	 �� ���	���� �$����� ��	
 �� ����	� �� �� �
���)�
��� �� ���
������  ��������, ���� �� ��� ��
��	��
 ��� �
���� !�$��������, �� ����
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 �$�����, ��������� �� �!"��	��
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���
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 �	(* �	�	� ���
�� �� �� ���!��� � ��
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��� �(���
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2�%0 ;�8@ R1 ���	��� �� T�	���� �� K�J ��	 ��� �	���� �����	������ 5 �� �����	
��������� ���	� ���� �� �� ���� �� ��� �� +�

	����� #� �(�	�
� ��
���, ��	� ��	%��� �
&� ��� ��%����
 ��� �	��
������ ��
����, ���� ��� �	��� �
�!�����	$, �	 �� ����� ��� )�
������ ��
���&��� �	$ �$���
#� �B��, ��	� ��	%��� �B���	�
 �� �
�����	� �� )	��� �%�� 	� �	�� ����� ��
 	��
��	���� �	 �"�� � � ��� �, � �	M� ���� �� ��� �(������
 �� �
����� ��� 	5���
��	
 ���
 ������ �� �(��	�����  �����
��� ��	
 ���� 	�� �
��� 
����� ����� % ��
����� �	� � � �� � �, ��� �	� ��	$ ����� � �� � ���� �	� �$��� �� �$��� �� �	
�(��
� ���� ���
� �$����� ��� � �� � ����� � ��� �� 
� '��� �� ��� ��	� �%���
��� ���
������� �	 ���� ���, ���
������ �� �� �����
�� �� ���� �� �� %, �	 ����
������� ��
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��� �

+
�� � ��� � �� � ��� � ����� � ���

��� � �� � ����� � ���
�
���� � ��� � �� � ���� � ���� � ��

��� � �� � ����� � ���

,

���, � ��� )���� �� �����
	
� 	� �
����� ��� 	5���5��� �� �	 ��
��� ��
�����
, ����� ������ �
�� ���� �, � �� : ���� �	� �$����  �$����  �$�:�� C��
�	����� � �� 
D, � �� ����	�� ������� * � ��� ����� ��
 ��� ����	��� �� � �� �� : �	

�� �
��� %� #� �� �!������� �	� �� ����� �
����� �� �� �����
	���� ��� �	��� C�	
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� ����� �	
 ��� ������ �� �
���� ���
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� ���D,
��	� 
�	������ ��	� ��� ����
�!��� �
������� ��	
 �� ���
���� �� ?�
��� ���
��
�� �� �
���)�
��� �� ������� �	��������

��� �%�������, 	����
 ��� �	��� �	 �� ���� ��� ��
���&��� �	$ �$�� �(� ���
���	��	� �(���
J� ���� �� ��� �� �
���� �
�!���������  ��������, ���� �� ��� ��
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���� !�$��������, ����� �
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��� �
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��� �	
������� ��
���� ����� �	 ���� �	
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 � �
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��� �� ���
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�
�� ����� ����
� �� �� ����
� �� ����� ���
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	���� ���� �� ��� ��� �
���� �����
��
��	�� �� ��� �
��� !�$���������

'�� -.��,���� �� #���� �� ��� ������
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�����	

 ���� ��	� �(�%��� ��-* �
������ ���� �� ��
��
��!� ;��, �� ����� �(�$� �����
�
������ ��
 !"�� C8@=>D ��

������ * 	�� ����
������� ��� �$�� �� �"���
�
�(	�� )�
��� �������"# �� ���"�- C8@==D ��
���� �� ��	������ �� )�
�� �	 ���
��0� ����� ����� �� ��	���������� ����� �� �� )�
�� ��
������� �� 
������
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��� �� ������� �� �����	��� 	�� �
���)�
��� �� ������� �%�
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� ���
&��, ��	� �
�	%��� ����
������� �� ��
�� ��������� ��	
 ���

�
	� ��-�� ��������	� !������� * �� )�
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�%���
��� �	
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� �� ��	������
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��������� ����� ����� �� ��������� �� ��
��	���� ��
����� �� ����� ������ ��	
 	�� ���
�	� �������

��7� � �� )8) 92���� 4#6 4#��: >�� ������ � ���� �� � ���	���� �������	���
�� ����	� � �� �� 	&�� 	 ��� ���� ������ �� �����(�� ��� ����
	����� �������� ���
� ��	�� �� ����� �������� ����� ��	� ����� �� � ��	�� ��� � ����������

���, �(�$� ����� �� ��0�� �� �� )�S�� �	%���� 1

��7� � �� )8- 916� 4�� #�: 2��� ����� ����� ��	�� ��� ���������� ���
����	�� ��� ������ ������� �� �����(���

����� ��� ��0�����, �� ��	� ��	� �� �	�� 
���
�	�
 �	� �� ���� �	 ��
��� ��
�����
 � 	� ���� � ��� ����
� �� ��	�� ��$���� ��� �
��
���� ��	
 	� ����
�, �� 
�"�� �� �� ��	�� �	�������� �(J�
� ��$���� ��� ��� �%������ ����� ��
 ��
�
���)�
��� �� ������� ����� �� ���
�	� ������
��� �� 0�	
� ;��� ��	��
� �����
����� �� ��$�	� ����� ���� �� ��
�� �� ������� 1 �� �
���)�
��� �� ������� ���

��
������� ��	� )�
�� �� �	
)��� ���� �� !�	��	
 ��� �� %���	
 �� �� �
���)�
����
�	
 �� �"�� �� ��!���, 	�� ��0���� ��	�%� �� �(�$� ����� ��

������ �	$ �	
���
��� ��� �	
)�����

��	
 ����	��
 ��� �$� �����, ��	��	
� ���
��!�� ���� ��%���������� .�	� �
��
�����
��� 	��	����� 	�� ���
��!� 
������ �� ���� C���8D� O���� ����� 	� ����

� 8++ �
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2�%0 ;��� R1 ,��	��������� ��	������ �� � �	����	��� �� ������� 5 ���� �����
��		������ �� �	
��� �� ��� ��	�����

� 8+; �



- ' �:��3���� �� *��5� �� �%� 5&����

�� �� �
���)�
��� �� �������, �����
 � ���	�� ��� ����
� �� ��	�� ��$���� �������
* 
���
��
 ���� 	� ��
��� %������ �(� �(�$��� ��� �� ����
�� �� ��	��� ��	� �
�����
��������� �� �
��&
�� '� ���&
� ��	� )�
�����, �� �����&
� 	� ���� � �� �� �
����
)�
��� * 	�� ������� � �	 ��
� �� 	� ���� � * 	�� ������� �� �	 ��
�� �(��� ���
�� �	%���� 1 �	����� ���� ��� �������� �	
 �� ��	
 �	� �� ��	�� ���� ��� ��������
�� ��	�� ���� �� V ��	
 
���	�
� �� �
���&�� �� ��	� �
������	��
 ��� %���	
� �� ��

��	
, ����� ����� �� ����������� #�� �� �� %���	
 �, �����
 � � )�� ��
� �� �(�$�
������ ���, �� ���� �(����
������� * �(�$� ����� �(�B���	� ��
&� 	�� 
��!�
�!�
���� 	�� ����� �� ��

���������� �
������	��� C���3�/� ����� �	 �/� ���� �� ��
����
��!�D� ���� C���8D �
����� ���� 	�� ���!������� ����
��� ��	
 �� ����	�
�� ����� ����� �� ��

���������� ��	
 ��� ���
�	�� �� �!��)
�� �� �� ��

� �� ��
������� �	��������

7� �$��� �(�	�
�� �"��� �� ��	������� �(��-��� ���
���, ���� ��
 �$����� �	
 ���
�
��
���� 	��	����� ��������	��� ���, �� ��	������ ����������� �(	�� )�
�� ��	�
�� ��0�
 ����� ����� �� ��	���������� ������ �� ����� ���
��� �� �(��-�� �"���
�� �J�� !������� �	� �(��-�� ������ C�J�� ����
� �� �
�	�, �J�� ����
� ��
����������� �����$��� � � D�  � ���
� �� ��	������ �� �����
	� ��
 �$����� �%�� ���
�	��
������ ���	�������� �	 ��
���&��� �� ����� �� �� )�
�� %�
0��� 	� ��
���
����
� �� �
�&
�� ����	$ C����� �� ����� ������D ��� ��
�������� 	�� �
��
���
������� �(!������� C%�
 ��
 �$����� 
� �� �� !������# ����D�

.�	� �� ��	� ���
����
��� ��
 �� �	�� �	(�	$ ��	������� ������	�����

(���� �#�	�	��	 ��
��	������	� ���� ��� �	 
��!����	 
	 6������

����	�

 �����
��� ���� 	� �
���
 ����� 	�� )�
�� ���"������� '��� �� ���, �� ��	������
�� �� ���
���� �� ?�
��� ����
���� ���
�	
 �� �� )�
�� ��F������ C%�
 0�	
�
;��+D� #� �B��, ��� ������� �� �� ���
���� ��� �	� ��� �
J��� ���� ����
�� ��
��	��� ��$����� ��	
 �� )�
��� /�� ��� �
��&
�� ���
��!�� ��	
 �����
	
� ��
��	������ � ��� �
����� ��
 )�������� C8@=@D�

'��� �� ��� �� )�
��� �	������	��, ��������� 1���"� C8@@<D �
����� 	� ����	�
�� ��	������ �� ������
��� �� ���
���� �� ?�
��� ���
�� �(	� ��!�����������
�	 ��
� �� �� )�
���  � ��	������ ���
�$�� �� ��	������ �$��� �� �� )�
�� �����	�
��	��-������ ��� � ��� �
��
���� �� ���%�
����� � �(�� �����&
� 	� ��!�����������
������� %�
� �(�0��

'� ���&
� ��	� �
����, ����� ����� 	� ��!���������� �� �� ���
���� �� ?�
��
�� �� ���	��, �� ��	������ ��	� J�
� �$�
�� �	 ���
���� ����� ��	��	
� ���
��!��
C%�
 1���"� 8@@<D 1


 �������� ��� ������� �	 ���
���� ���	� ���� �� )�
��

 �������� ��� �������� �	 ���
���� C������� �� �
J���D ���	� ���� �� )�
��

 ���
������ ���
� �� ���
���� �� �� )�
��

 �	�� �� �� )�
��

'��� ��� ����
�!��� �
������� �
����������, ��� ��	������ ��	� �%��� 	��
�
���)�
��� �� ������� ���� �

�	
 �� ����� ����
� �� �� ����
� �� ����� ��
�� )�
��, ��� ��	� �%��� �	
��	� ���� �� �J�� ����� �� ���
���� �� ?�
���
���
�� �� �(�������� ��� ����� �	 �����������
�� 7� ��� ���� ��	� * )�� ��
��� ��
�����
	
� 	� ��	������ �
�������� �	
 �� ���
���� ��	�G� �	� �	
 �� �
���)�
���

� 8+< �
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2�%0 ;��+ R1 4�������� ���� ���&���� ��� ��	 �� ���	��� �� T�	���� ����	����
����	�� �� 1���"� 0NNO�

�

�� �������� �(�)�
����� �
��
���� ��	
 	�� �$�
����� �� ��	������ �	� �(���
��� ��� �	�
�� ����
�!��� �� �
���)�
��� �� �������, �(��� �� ��� ���
� ��	� ����
�� �� )�
�� �� �� ���� �	 �����������
� �� ��	� �
��!��

.�	� ��0������ ���� ���
� ��	������ �� �� ���&
� �	%���� 1

��7� � �� )8F 9�*������� "#�� ��� � #3�#44� �� I����� � �����: C���
������ ��� ��	�� ����	
�� �� �� ���	��� �� T�	���� ����	�� �� ��� ���������(
��	�� �� ��������� ������ ! ����� ��	�� ��� ���������� ��� ������ ����	��� �������
�� ��	 ��� 	6��� �� ���	��� �� T�	���� ����	���

 ���� �� ��	���� 1���"�, 	� ��	������ ��0� �� �� ��
�� �� ��	� ��� J�
� 	����
�
��������, � )�	� �� ����0�
� /�� ��� �M�	���� ��
��	��� ��
 �� ���
����
���
�� ��� �	� ��	� �� ���������� ��� �� ��
	��	
� ������� �	 �
��!� �	 ���
����
�� ?�
���, ��	� ��%��� 	��	����� ��	
 ��	� ����, �� ����	�� * ���	���� � ����
�
����� ���, ��	� �� ��	%��� 	����
 �	� ��� �
�&
�� ����	$ ��	
 �� ����0�����
�	 ��	������� .�	� ������
��� ���� ��� 0��
���� ����	$ �	 ��	������ �
������ ��

1���"�� ��	
 ����, ��	� 
��
����� ��� ��0����� �	%����� C%�
 0�	
� ;��;D 1

��7� � �� )8$ 9D���� �� �=��#��5� �� 91���"�H !&&-:: 4��� 7 ��� ��	��
�������� �� !,�7� ��� ���������� 2 �������� ����������� @�3� ��� � �������� ���
! ����� ����� � �� ��������� ������ �� 	&�� �� � ����� ������ ����	�� �� ��

 ���� )������ ��

������ * �� ������ �� �� �
���)�
��� �� ������� �� ��	� ����
�	 ��	�������

��7� � �� )8C 91�3�� " �������� 91���"�H !&&-:: 4��� 7 ��� ��	�� ��������
�� !,�7� ��� ���������� 4��� � �� ����� �� ���������� 2 ����� ������ ����	�� ��
� ����
�� ���� ������ �� ������ �� �� �� ��� � �	����
	� �� 7� �� ������ ����
���������	 ������ ������ ����	�� ���	� A �� 1� *	 � ������ �� ���� ���� ������

� 8+= �
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��
��

����

����

2�%0 ;��; R1 :�����	���� �� � �������� ����������� �� ������ ���������	 �� 1���"�
�0NNO��

���������	 � ����� �� 2����� ���������	 �� ������ ��	����� �� ��������� �� ������
�	 ����� ! � �������

'� ���&
� �)�
�����, �� �� %�	�
�� ��
��
 ����� ����� �	 ��	������ �	�
��� ����� �	 ���� ����
�� �� ��	��� ��$����� ���< �	����� �� �	 �� ���� ���
��� �$�
����� �	�� ����� �	 ��	������� .�	� 0��
��� ���� ��� ����� �	 ��	������
�����
	�� �
���������� �%�� ��	$ ��	�� �� �� @� �� ��	� ��
���� ��� ����� ����
�(����� �������	
 ���� �� �(�����!��� @��� %�
0��� 1

���� 5 �� �� @��� 5 @�

.�	� �����	��� ��� ����
�!�� �(�$�
����� �� ��	������ �	
 ��� )�
��� ������
�
�	�� ��� ��	� �%�
���� �� 0�	
� ;��<, 
��
������ �� ����	� �	 ��	������ �(	� ���	��
��	
 ��	��
�
 �� �
�����	� �� ����0����� �	 ��	������, ��	� 
��
�������� ��	� ���
����� �� ���	�� �	
 	� �
��!� ���� ���	�� �� ������� �� �
�	%� �� %���	
 �� �(�����
�������	
 �� �� �
������ �� %���	
 �� �� )������ �(�����!���� ���, 	� 0��
���
��

������ * �$�
�
� ��� ����� �� �� �
��!� ������	� ���� 	�� ��
���� )��J�
� C0�
�	
� ;��<����D� ��	
 �� ��� �	 ���	�, �� ��	� ����
%�
 �	� �� ����
� �� ���	�� ���
�
&� ���� ��� �	�
�� ����� �	
 �� �
��!� �� �	 ��
��� �� �(�$�
�
� )�������� ��	

�����
	
� �� ��	�������

�� 0�	
� ;��= ��	��
� �� ����	� �	 ��	������ �	
 	�� )�
�� �������� �� ��	$
���	�� �(���
������ ��� %��� :� ��	� ����
 �	� ��� ���	�� �(��� ��� �$��������
�� �J�� 
�"�� �� ��� ����
�� �� ���� ��� �$�������� �	
 �(!�
4������� '��� ��
0�	
� ;��=����, �� ����
� �	� �� ��	������ ������ �� ������� ����4 ��� �	
 �� �
��!�
��� ��
��&�
��� ��� )�
��� �&��	�������� �	� �(�� ��	� ����
%�
 ���� ��� �
��!��
�(�$���	��� ��
 �� )�� �	� � �� �!�
�!� �(�������� ��� ����� �(	� ��	������ ����
�
��
 ��	$ ����� �	 �����������
� ������� �� �, ��	� �������� �� )�����������
C1���"�, 8@@<D 1

@ �
�

���(
�

5��������, ��� 0�	
�� ;��> �� ;��9 ��	��
��� �� ����	� �	 ��	������ �	
 	� ��

�
�� 	�� )�
�� �����B���

(���� &��������� 	� 
���������

.�	� �%��� �
������ 	�� ��0���� �� ��	������ ���
�� ����� �	
 �� ����� �� ���
�
���� �� ?�
��� ���
��� .�	� �������� ���� 	� ����
�!�� �(�$�
����� �	 ��

� 8+> �
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2�%0 ;��< R1 4�������� ���� ������ 5��� ������ �� ��������� ��� ������"������ ���
��������� �	
� ������"����� ��� �� � �3� �� @� � �
� �� ��� �	��� ��� �	�
�	��
���� �� @��� ��� ��� �������

� 8+9 �
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2�%0 ;��= R1 4�������� �� ���� �������  ����� 5 ��� ������ �� ��������� ��� ������"(
������ ��� ��������� �	
� ������"����� ��� �� � � �� @� � �
� �� ��� �	��� ���
�	�
�	�� ���� �� @��� ��� ��� �������

� 8+@ �
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2�%0 ;��> R1 4�������� ���� 	������� 5 ��� ��������� �	
� ������"����� ��� �� � 
3�
�� @� � �
� �� ��� �	��� ��� �	�
�	�� ���� �� @��� ��� ��� �������

�������� ��� �� ��
	��	
� �� �"�� ����� �� ��

���������� C2��3(�� ����D �� �	
�����
	� �� ��	������ �� ����� ������ C����
� �� �� ����
� �� ����� �� �(����D�
.�	� �%��� �	�� 	���� �	���	�� ���!��	�� �� ����0����� �� ��	������ �	
 ���
�
�&
�� ����	$ �� 1���"� C8@@<D�  � �
�%�� ��	� � ��
�� �� %�
0�
 �� )�������
�
���	� �� ����� ���!��	� �� �����
	���� �� ��	�������

'� ��	�, �� ��	������ ��	� �(�$�
�
� �� �� �J�� ���&
� �	���� �	� ��� �� ��
������ �� �(���� �� ��	
 ��� )�
��� �� �
���� %�
���� #� �B��, �� �����
	����
�	 ���
���� �� ?�
��� ���
��, ����� ��	� �(�%��� %	 �
����������, �� )��
�� ����� ������� ��� ���!��	�� �� ����0����� �� ��	������ �
�������� �(������
�	�� �� ������� �	��
�	
� C%�
 1���"� 8@@< ��	
 �� ��� +'D�

.�	� �%��� ���� 	� ����
�!�� ������ �� ����� ��	
 ��	�� ������� �	 ��
�
��� �(�$�
�
� 	� ��	������ �(	�� )�
�� ���
&���

'��� �� ��!��� �
�����, ��	� �(�%��� �����	� �	� ��� ����0������ ������� �	
��	������ ���� �	�	�� �
���
%���� �� �	������	� �
��
��� ��������	��  � �
�%��
�� ����0����� ������� ����
�W� ���� ����� 	�� ��
�����%� ���
����� �� �����
���
��!��

�	 �%��	 ��� ����0������ ������� �	 ��	������, �� ����
�	��� �	�
�� ���
�
��!�� ��	%��� J�
� ��%������� :� ��	�, ��
 �$�����, �
�����
 	�� ����0�����
��
 �&���	���� �� 
�)�
��� * ��� ���!��	�� ������	�� �� �������� �� �����	
 �� ����
�"�� �(������ ���, 	� ��� �
�����	� �� ����0����� ����	��
�� ��	$ ��
�� ��
��	�� ���� @�� �� ���� @�� �� �	
�� �� )������������ �	%��� 1

8� � ���� 5 �� �� @��� 5 @�, �� ���� �	 ��	������ ��� �����
%�

�� � ����  �� �� @���  @�, �� ���� �	 ��	������ ��� �	��
��

+� ���� �� ��� ���
����
�, �� 
���
�� �(� �$��� 	� �!��� �(	�� ��
���� �����
-������ �� ���� � �� 	� ���� ����)����� �� �
��&
� 
&���� :� ��	� �J��
��	���	 �� 
��!�
�!� �� �� �!��� �� 
���
���� ���� �� �
����� �� �� �����
��

� 8;� �
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2�%0 ;��9 R1 4�������� ����� ��	�� �&��������� 5 ��� ������ �� ��������� ��� ������(
"������ ��� ��������� �	
� ������"����� ��� �� � 
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�	�
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2�%0 ;��@ R1 :�����	���� ��	 �� �	��� ��� �	�
�	�� �� � ������"����� �� ���������
�	 �&���	�����

�	 ������� ������ �� �� ��0���� ;�9 C%�
 0�	
� ;��@ ��	
 	�� ��	��
���� ����
�� �
��!� ��� ��
��&�
�� �	 ��	%��	 0��
�D�

�	
 �� ���� ���!�������	�, 	�� ��
�����%� ���
������� ��
�� �� �����
����
�� �� �"�� �� ��	������ �%�� ��� �$�� ������ ����	��� ��
 ����� �� ��

�����������
�	 ���* �� ����� �����
����, 1���"� �� �"0 C8@@>D ��� ��	��
� 	�� �$�
����� ��
��	������ 	������ * �� )�� �� ���
���� �� ?�
��� �����	 �� �(�$� ����� �������
* �� )�
��� /�� ��� ����	� !"�
�� �� ��	������ �� ������ �	
 ���
� ���
���� ��
?�
��� ���
�� ��	� ������ J�
� 	�� ��
�����%� ���
������

'�' 0��� �,��� �� �������.��� �����(���

'��� ����� ��
��, ��	� ��	� ���
������ �	$ ������ �� %����� �� ������
� ���
�
&�� �� �� ���
�	� �������	�� �(���
J� �� ��0�
 �� ���� �	��� ��� ��	��� 1 �(	��
��
� ��	� �	�������� �� ���&�� ���
�� �(	� ��	%�� �	�� �(����"��, ��� ��	� 
��
������� �	�� * 	� ����� �
���	� ���� �� ����
�	��� ���������� C��
 �$�����
�(��������� %
�	���� ����
� �������D�

#� ������
� ����
�!��	� ������	�, �� ����� �� %����� �� ��0�� �� �� ���
�&
� �	%���� 1 ����� ����� 	� ������ �%�� ��� ��������� ���"����	$, 	� ����
��� ������� �(	� �	�
� � �� ������� ���
� ��� ��	$ ����� �� 
������
� �	�	� ����
������ #� �� ������ �	
 ����� ��0����, ��	� ��	%��� ��0�
 �� ����� �� �!���
�������	��  �����
��� ��	$ ����� �� �� �
��!� �� %����� ���� ��� ������� ����
��� ������� ��� ��������� ���"����	$ �� ��� ��	$ ����� ������
��� ��� �
J��� ��
�� �
��!� ��

��������� * �� 
������ ���
� �� %�����, �� ���� �����
��� ��
 ��
������� �	�������� ���, �� �!��� �������	� C�	 ��	� ��	
� �!���D ���
� ���
��	$ ����� ��

������ �	 ��	� ��	
� �!��� ���� �� �
��!� �
������� C#� !��% ��
�"0, ����E ������ �� �"0, 8@@�D� �� 0�	
� ;�+� ��	��
� ��� �B�
����� ��0������

#� ������
� ���
&��, ��	� ������
��� 	� ������ ���� ��� ��������� ���� ���
��������� �� �$��� �����$��� /�� �
��&
� ��0���� �� %����� ���
&�� � ���
�
������ ��
 ���""� C8@@8, 8@@;, 8@@@D�  ������ �� ���� �	
 �� �
��� �� �
��� ��
!����� �� C8@=<D 1 �� ���� �� %����� ������� * �
���
 �� ������� �� !����� ��
���
� ��� ��	$ �$��� �� * %�
0�
 �	(�	�	� �������� �(��� 
������
�� #� �� ������
�	
 ����� ��0����, ���""� �
����� �	�� 	� ����	� �� �!��� �������	�� .�	�

�%���
��� �	
 ����� ���
��!� 	���
�	
������

� 8;� �
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2�%0 ;�+� R1 :�����	���� ��� ��"������� 5 ! ������ ���� ��� ������ ��� � <��� �����
���� �������� �� ����� 	����� L �	����� �����	������ �� �	��� �� ���������� �� �� ����
���	� ������ ��� �	�� ���	� �� ����� 	���� �� �� ����� �����

��
 �� �	��, 
����� C8@@@D �
����� 	�� ���
��!� ����� �	
 ��� ������ ��
��������
� �� �� �
��!�� '��� �� ��� �', �� �!��� �������	� ���
� ��	$ �����
��� ��0� �� �� ���&
� �	%���� 1 �� �������� ��
 ������
�
 ��	� ��� �!����
;������$�� -������ ��� ��	$ ����� ������
��� #��	��, * �!��	� �$�� %��� ��
 	�
�!��� ;������$�, ��	� �B������ 	�� %���	
 �	��
�	� �	 ��

������ �	 ����
�
�� �!���� �	 ������� ��
 �� ����� 5��������, �� ��	� ��	
� �!��� ��

������
�	 �!��� �	 ��$��� �� ����� �� ��� %���	
�� #� �(�	�
�� ��
���, �� �!���
�������	� ����� ��
 ��� �$��� ��� ���� ���	������  � �
�����	� �� ����
���� �
&�
��� �	
 ��� �	
)����� 
����� � ����
� �	� ����� ��0���� �� �!��� �������	�
�	
 	�� �
��� �' ���� �������� ��

������ * 	�� �
��� ���
&�� �'�  ��������,
���� �� ��� �	
)���	� �	 �%�� ��� ���������, �	�	�� ��	%������ �%�� ��� �
���� �
�	�	�� �
��
��� ���
�	� �� �� ������� ��� ��0�� �(��� �
�������  ���� ���
��!�
* �(�%������ �� �� �� ����
 �	� �	
 �� �
��!� �(��-������ ��� ����� �� ��	� ���� ��
����
����
 * �(�	�
�� �
���� 
��	�&
���

'��� �� �	 �	�, ��	� �
������� 	�� ��0���� �� %����� ����� �	
 �� ����� ��
�
��� ���
&�� C%�
 �!���
� �D�  ���� �
������� ��
��� �(	������� �(����
�!���
�M����� ��	
 �� ���� �� %����� ��� �	� ��	
 �� ����	� �� �!���� �������	���

'��� 	� �
���
 ����� ��	� �
�������� ��� �B�
����� ��0����� �� �� ����	� ��
%����� �
������ .�	� ���
%��� ��
 �� �	�� 	� ����
�!�� �M���� ��	
 �� ����	�
�� �!���� �������	�� ���� �	
 ���
� ��0���� �� %������ #�0�, ��	� �������
�	���	�� ����� ��	
 �� ����
������� �� ������� +�

 ���� ��
�� ��

������ �	$ �
����� �����4�""� C����D �� �����4�""� ��
�"0 C�����D�

(�(�� 6��������� 
��� 
	� 
�����	� 
����	��

)8)8!8! ���#� ��� �� ��7� � ���

'��� �� �	 �	�, ��	� ������ � 	� ������ ���
�� ��

��������� * 	� �������� ��
�$��� ,������$��� :� ����
� 	� �� �����������
� �� ��  � �����������
� ��
�
������ ��
 �� �	�� ��B�
������ �� ���� �	 ���������� ��� ��������� ��
 �� �	��,
��	� ������
��� 	� ������ � 9������$��

��
 ������� �%�� �� ��� ���"�����, ��	� ��0������ �� %����� ���
&�� �� ��
)�S�� �	%���� 1

��7� � �� )8& 9I � " � �� � ���+��: 4����� � �� � ���� ������ �� �� � ����������

� 8;+ �
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����	
�� ��� ��� 	������ ����	� � + ��� ����� ��� ���� ���� ���� �� �� �� ���������
���� ������ �� ������� �� �	���� ����	
�� .(�������  ������ � �� � ���� ��� ������
��	�������� ! ��

�%��� �� �����	�
 �%�� �� �
���&�� �(���	����� �� %�����, 
�������� ��� ����
���
� ��� �
���� ���
&��� �� �(���
������ �� ������ ���� �(������ ��� ��
��&�
��
%	� �	 ��
��
��!� ������8�

�� ���
������� 9	�� :���	���� ;����<���� C�	 K7HD �(	�� �
��� 
�����
�(��	���� � � ��� � ��� �(�������� ��� ����� ���
��� %�
0��� 1

���� �� � ���� �� � ��	 � �

�
� ��� � � �  �

�
�

�� �!�$ �	 �
�����	� �� ���
������� �(� �	�	�� �A	���� �	
 �� ���!���� .�	�
�%��� �!�� K7H ��	
 �� �
��
��� ����	�������� � ���� �	���� �� �� �
��� 
������

'��� �(������ ��� ��
��&�
��, �(��	���� �
�������� ��	� ��
��� �� ��0�

�(�������� ��� �
���� 
������ ���� ��� ���
�������� ���������� 	� �$�� ���� ��1

!� � ���� �� � �� 	 � �

�
� � � ��� �  

�

�
� ��

���, 	� �$�� �� � ��0�� 	�� ���� ���� �(������ ��� ��
��&�
�� �������
��
 ��� ����
����� �� � �� � � � � � ��&� �� �� � �� � � � �  �&�� ���������
�	� ��	
 ��%�
 � 	� �������� �� �$��� ��� 	� ��
���	 �� �
��� ���
&��, � �	M�
�� %�
0�
 �	� �(���
������ ��� ������ ������� ��
 ��� �$��� ��� ����%�� ����
�(������ ��� ��
��&�
��� �� ������ 
��	����� �� ����� ���
������ ��0�� ��	���
��� �
���� 
������ ���� ��� ���
�������� ���������� �(�������� �� �$��� ������
�
C%�
 �(�$����� ����� 0�	
� ;�+8D�

:� ����
� ��
 �� �	�� ���� �� �(���
������ ��� ������ !� �� !", 
������%�����
�������� * ��	$ �$��� � �� ��

x

y

(0,0)

(3,2)

2�%0 ;�+8 R1 K������ �� ������ ���� �� ��� ������ �
� 
� �� ��� �� 5 �� ������ ���� ��
��� ��"�� �	 ��� ���������� ��  �&�� � � ��&�� �  ���� �&�� � � ���� �&���

#� �� �	 �����
�� �� �
���&�� �� %����� ���
� � �� � ���� ��� ������� ����
���%�$��, �(��-���) ��� �(����"��
 ��� ����
����� ���� �	$ ��������� �� �	$ ��	$
�$��� � �� � ���� �(������ ��� ��
��&�
���

)8)8!8% ��4# �� �� 0 � " � ��

��� 
 	� �$�� �������� C���� 
 � 	�D� �(�������� ��� �
���� 
������ ���� �� ���
�����
��� �� ������� ��� �� �$�� 
 �� ���
� ��������� ���� �(������ ��� ��
��&�
��� #�

� 8;; �
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�B��, � ��	� �	M� �� ������
�
 ��� �������� ��� ����
����� �� �� �� �
����������
���, ��	� �������� * 	� �$�� �������� 
 ��� ����
����� 	���
� � ����� �  ��&�
�� 	���
� � ��� � � � � �&��

���������, ��	
 �����
 � �� �$�� 
 ���6��� �� %����� ���
� � �� �, � ��	�
�	M� �� �����
 � �� ������, ���� �(������ ��� ��
��&�
��, ����� � ����� � ����� �
����� � �	���
� � 	���
�� ��� %�� �	 ����

��	� ����
�������, ��	� ������
��� 	� �������� � � �
�������
, ��	����������
�� 	�, �� �$��� ��������� ��� �	� ��	��� ��� �������� �� ��� ����� ���� ����
���
���
� ��� �������� �� � �� �� � C��	� ��� �	�
�� ��������� ��	%��� J�
� �	��
��� �	
�
���&�� �� %����� ���
� � �� �D� ��� ��	� �%��� 1

(�44� )8' 4����� � �� � ���� ������ �� �� � �� � ���� �������� ��� � �� �� ���������
�� 5

���� �� �
+ *

�����


�	���
�� � 	���
���

,
�� �

�� �
�	%� �� �� ����� ��� �
�������� ��	�� �� �� ��0���� �� �� %������ ��
������ ��	 �� ����� ���
������ ��� ������ ��4# �� �� 0 � " � �� �� � �� � C%�

0�	
� ;�+�D�

b

s

t

a

c

d

������

������

������
������

2�%0 ;�+� R1 ������ �� ���������� ������ ! �� �������� �� ������ 5 �� ������ ��
�	�� ���	 ��		������ ! ���� �� �� �� ���&���� ���	 � ������ �� ���������� ������ !
�� � �� �� ������ �������� �� �� � �� ��

'��� �� �	 �	�, ��	� �!�
�!��� * ��
����
��
 �(�������� ��� �$��� ��� ��	�
����
������� ��	
 ���
� �
���&��� ��	� )�
���������, ��� �$��� ���� ��	$ ��0��
����� �	� 1

��7� � �� )8!, 9	 6�� "��*�#��: >� ����� 
 �� � �� ��� "��*�#�� ���	 �� ����
�� ���������� ���� �� �� ���� ���� 5
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1�3�� �54� %%  ����� �(��	%������ �� %����� * ��
�
 �(	�� ��	
�� �
��"��"5,�����"��	�����
�� ��� A 	�� 0�� 575:
�� ��� � 	�� ���� �� �$��� ���������
�� 14���5��"����A�
�� �#�� *�� A ��� %�� <# ��
�� � ��������5�"�����:A;
�� /��� ���� �, ��%��� �� � ��� ���	��� ���� �	 �	�	��� <# ��
�� � � ��� 	� �������� #����
�� 14���5"���������
�� � ���

��� ��� ��� �� �� �� ��� �	��
� ����
����� �� � ���
� ���� �� �!��
&�� ;��
��� O%��	�
 ���� �� �%�� ��� �� �� ��
��� � � ��� %���� �� � #����
��� ��
�	�
 � ����� ����� �	�	���
��� 14���5��"����A�
��� � ���
��� ��
�	�
 � ����� ����� ����
��� 7� �� � 
��� 7� �� � 
��� 7� �� /���
��� 7� �� �#�� *��

����"���� �� ������$�� �� ��� ����
�!��, ��	
 ���� ��	� ������  �� ����
�
�� �$��� �� �� '��� �(����
�!�� ��, �� ������ �� �� 0�� 575: �� �� �� ����
��� ��������� �� )�� �� ����� �������� * �!��	� ������ K
I�� �	 �!��
&�� ;��, ��
���� �� %����� ���� �� �� )�� �� ���� � ��	� ���������� �� �	��
	���� ��� �� �� ���
5��������, �� ���� ���) �� �� ������$�� ��� ����� ��
 �� ���� 8� �� ��� ����
�!��
�	 ������� * �$�
�
� �� � �� �	��
	���� �� �$��� ����	����� :
, �	�	�� ��
	��	
�
�� ������� �� ��	� ��
��� �(������
 * ��� �������� 
�������� ���� �� ��� ��
�� %����� �
������ ������	�� ���, � ��	� ������ $ �� ����
� �(���������, ��
������$�� ������� �� ��� ����
�!�� ��� �� ��$�, �� �	 ��� ����4 ��Q��	$, �	
��	�
���� 	� ��-���) �� ����	� �� �������	���
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������� ��������� 	� ������ ����
�!�� ���� �	
 	�� ��0���� ���&
��
���� �B�
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�
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� � ���� �� ���� �
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�	���������	� E��� ���� ��	� 5
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�	%� �� ����� �
������� ��� �
�������� ��	�� �� �� ��0���� �� �� ���
�	� ��� ������ �
��������� ����
�	��� ��0� �	� �� �
 ����
� ��� �$��� ���������
��	� �� ����	��
 ���&
����� �� ����
�� ����
� C%�
 ��
 �$����� ������ �� �"0
8@@�D�

.�	� ��	%��� ��������� �
������
 �(����
�!�� �	 ����	� �� %����� C%�
 ���
��
�!�� �+D�

1�3�� �54� %'  ����� �(��	%������ �� %����� 
���
���� * ��
�
 �(	�� ��	
�� �
��"��"5,�����"��	5���������������
�� ��� A 	�� 0�� 575:
�� ��� � 	�� ���� �� �$��� ��������� �
�� �� ����
� �� ����
� �
�� 14���5��"����A�
�� �#�� *�� A ��� %�� <# ��
�� � ��������5�"�����:A;
�� /��� ���� �, ��%��� �� � ��� ���	��� ���� �	 �	�	��� <# ��
�� � � ��� 	� �������� #����
�� 14���5���5��"���������
�� � ���

��� ��� � �� �	������	
 �� � ���� �� �
 ����
� �
��� ��� % �� �
��������	
 �� � ���� �� �
 ����
� �
��� O%��	�
 ����� �� �%�� ����� �� � 	����� � 	���%� �� �
��� � � ��� %���� �� � #����
��� ��
�	�
 � ����� ����� �	�	���
��� 14���5��"����A�
��� � ���
��� ��
�	�
 � ����� ����� ����
��� 7� �� � 
��� 7� �� � 
��� 7� �� /���
��� 7� �� �#�� *��

'��� ��� ����
�!��, �� ���� �� %����� �(�B���	� �	�� �� ����� �������� ���
����� )��, �(�$�
�����, * ��
�
 �� �, ��� �$��� ����	���� ����	������ ��	
 ���
�
��0���� �� %����� �� )�� �� ��%
��$�� �	 ��	 �� ��$�� '� ��	�, �� �������
�� �� ���� �
��, �(����*��
� �� ��Q� �� �(���
��� �(	� ��������, �� )�� �	 �	�� ��
��%
��$��� 5��������, �� ��Q� ������ �� ��� ����
�!�� ��� �� ��%
��$���

.�	� ��	%��� ����
� ������
 �� ��Q� ��"�� �� �� ��
��
 �%�� �� 
���
�	�
�	%���� 1 ��
� �	 ��
��	
� �� ��
��	
 �	 �
��!�, �	��� ��	� ���
��� ��� ��%���� ��

� 8;@ �
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� ���� �� ��
	��	
�, ��	� ����
���� �� �G�� ��� �� %� �	 ��

������ * �� ����������
�� � ���� �� ���, ��
��	� ��	� �����
��� ��� 0�� �� �, ��	� ����
��� * -�	
 ��	

���������� * ��
�
 �� ��� �� %�� '� ����� )�S��, ��	� �������� 	� ��Q� �� ����*�-�	

�
&� )�����

'��� 	�� ����"�� �	 �
� ���, ����� ��������� �� ��
��� ��� �� 
��	
� �� ����
���$��, ���������, � ��	� ������
��� ��� ��������� �$��� ��������� ����4 ��������
���� �, �� ��Q� �B���) �� ����� ��� * -�	
 ��
� �
&� )�����

(�(�� 9��� ����� �+	��� 
����	� 	� �����#�	 !��
���#�	 
�����	

.�	� ��	%��� ��������� ��0�
 ��� ������ �� �!���� �������	�� ���
��� ������
�	
 �� ����	� �� %������

)8)8%8! ��7� � ��� �� ��#� �� �=#��

'��� 	� �
���
 �����, 
�������� ��� ��	$ �
����� ���
��!�� ��	
 ��� ��0�����
�� ���
�	�� ���
&��� %	�� �
���������� 1


 ���
��!�� ��
 ����	� C���
�	�� �� �!��)
��D 1 �� �����&
� 	� �������� ��
������������ ��������
�� �����
�� E


 ���
��!�� ������ �	
 	�� ������ �� ����������� %����
��� ��� ����

'��� �� ��� �� �� ���
�	� �������	�, ��� ���
��!�� ������ �	
 ��� ����	��
�B
��� 	�� ���	��� �
&� �M����� #� �B��, * ��
�
 �� � �� ��� ������������ �������
��
�� ������
��, ��	� ��	%��� �����
	
� 	� �
��!� �(��-������ �����
� �	
 ���	��
��	� ��	%��� �����	�
 	� ����
�!�� ������	� �� ��	� ��	
� �!��� ���� 	� �
��!�
����� ���	 �� ��4(���� C����� �� 3�����, 8@9>D� ��	
 ���������
 ��� �����

�!�� �� ��	� ��	
� �!���, ��	� ��	%��� 	����
 ��� 7��� �� /� �� �� C�	 ���3��
����� �� ������D�  ���� ��
	��	
� ��� ������	� �� ����
�!��	� C%�
 ��
 �$�����
������ �� �"0 8@@�D �� ��� 	������� ��	
 �� ����	� �� ������� �������	� ��

����	� � ��� �
������ ��
 ,��/�� �� �"0 C8@9@D�  ������ ��	� ��
��� �(�%�
 	�
����
�!�� * ��Q� 	�)�
�� ��	
 �(���	����� �� ������� �������	��

 ���� ��
	��	
�, ��	��
�� 0�	
� ;�+;, ��� �����
	�� �� �� )�S�� �	%���� 1 ��	�
������
��� 	�� ��������� �� 0��� 575: ������ ��
 	� ����
 �� ��	
 ���
� �
��
��&��, ��	� ��� �$��� �� �
�	%��� ���� �� 0�� �(���� � ���� * 	�� ������� � ��
���
� ���� �(�
���� �� �
���� �� �(����
�!�� �� ��	� ��	
� �!��� ���� �	

����� ���!��	� ��� �� �	%��� 1 �(����
�!�� �������� ��
 �-�	��
 �� ���� � ����
�� 0�� �(���� 
� #��	��, * �!��	� ����� �� ����� 	� �$�� �, ����
� ��� %���, ��
�� 0�� �(���� ���	� ��� %��, ����� ���
, �� ��	
 �!��	� %���  �� �, ��	�
�-�	����  * �� 0�� �(���� ���
 � :�������� �� B�������� � ��

������ �	 ����
������ �	 ����������� #� ���� �� ����	� �� �!��)
�� 	�����

 ���� ��
	��	
� ��
��� ���� 	�� ������������ �
&� �M���� �� �(����
�!�� ��
��4(����� '� ��	�, ,��/�� �� �"0 C8@9@D �
������� 	�� ������ ��� �������
���� ��� 0��� �
&� �M�����, ��
 �$�����, ��	� ��	%��� 
�	����
 ��� 0��� �� ���&
�
�
�	��
� 	�� )�� �	� �������� ���� %����

'��� 	�� ���
��!� ����� �	
 �� ������� �	�������, )����� C8@@<D �
�����
	� ���	����� �	 ������ �� ��������� ��� ����� �� �$��� �	 )
��� �� �
���������
 � �
�����	� �� �
�������� �� ���� �	
 	�� �����
	���� ��
�������� �� ��
���� *

�"�� �
������� ���, �	��� �	�	� �������� �(��� 
������
�, �� �
�����	� �����
	�
��� ��
���� �� 
�"�� �
������ �� ���	����� �� �$��� ��
 �� ������� �	������� �	

� 8<� �
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d d+weight(p,n)... ...

2�%0 ;�+; R1 4�	����	� �� "��� �� �	��	��� 5 �������� �� "��� M:M� �������� �	 �
������� � ����� ���	�� ��

����
� �	 ��
���� � 	� �������� ��� 
������
� �� �	��%�� �� ��
��� �� �
�� �%�� ��
�������� �(������
 �� ��	%��	$ ����
�� �(�
�� �� ��
���� �� ��
	��	
� �� �������
�� ��� ����
�!�� �(��� ��������� ��� �%����� * ����	��
 �� ��� �
�����	� ��Q��	$
�� ����� ��	%��� ����
�W�
� ��
� �� �� )	��� �	 �� �� �	��%��� �(�
���

#� �� ������ �	
 �(	������� �� �� �
���)�
��� �� ������� �	������� ��
 �
��
������� C%�
 ��
��
��!� ;�����8D, ���������� C8@@@D �
����� 	� ����
�!�� ��
����	� �� ������� �������	� �	� �(�� ��	� �	��0�
 �� ������ #� �B��, ����� �����
	� ��
��� 
�"�� 	, ��	� ��� �$��� ���� �� ��	�� �	������� �� 
�"�� 	 ����
� �	

�� �$�� ��	
�� � ���� ���	���� ��
 ����� ������� �	�������� #��	��, �� �
�����	�
�� �
�������� ��� ��
� �%�� ��� �$��� ��� ���	���� �	
 �� )
��� �� �
���������
���, � �� 
�"�� �!�� ��� �
���, �� ������� ����	��� ���� ��� ������� �P � " �
��	 �(��������� ��
� 	�� ����� ���
�$����� �� �� ������� �	��������  �����
����, �(���
�$����� ��
� ��	%��� ���� ��� ��
��� )�
������ ����
������ ���, ��
�	���� �� �(���
�$����� ��� )������ �	 ������ � �� �	 
�"�� 	 �!����

#�0�, ���""� C8@@8, 8@@;, 8@@@D �
����� �(	������� �� �� ����� �� %�����
��	
 �(�������� �� �!���� �������	��� '��� �� ��
��
��!� �	%���, ��	� �
��
������� 	�� ���
��!� ����
� ��� 	������ �� ����	� �M���� �� %����� �
������
������	��

)8)8%8% 1�3�� �54� �=�� *���#3� �� � ��#��� 3����� *��

�(��� �
������ �� �(����
�!�� ��� �� �	%���� 1 ��	
 ��	� ��� ����� %����� ���	�
�� ���� ��	
�� �, �(���	����� �� ������� �������	� ��� �
%�� �	��	(� ��

������
�$�������� * �� ������� �	������� ����	��� * ��
�
 �	 %����	
 �� �����������
��� ���� ��
 ����
�, � 	� ���� � �(��� ��� %���� ���	� �� ��	
��, ��	� ��������
	� ��	%��	 �
�����	� �(���	����� �� %����� * ��
�
 �� �� ���, ��	� ���	�����
�� ������� ��� �$��� %����, %����� �� �, ��
 �� ������� ���
� � �� �� ��	
�� �
�����
� * ���	���� ��	� �-�	���� �� ������� �	������� ���
� ��� ����� �� ��

'�0������ ��	� �(���
� �� ����� �� �!��� �������	� ���
�� 1

��7� � �� )8!% 9�5�4 � 3����� *�� � �����: >� ������ ���������� ����	��
���	� ���� ������ � �� � �� � ��� ��� �������� �� ������ ���������
�� � �� ���
�� � � �� �
�� � �� ����� ��� 5

����� ����� ���	 , � ���� 
� �� �� � � �33

�� ����� ��� � ������� ���������� �+'*�'���� �� ��� �������� 7���� ������� ��� ��"���

� 8<8 �
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�+'*�'���� �� �


�
���

�'������ �����

�P �'����� �� 	��	������ � ������� ����������� ���������

#� �(�	�
�� ��
���, 	� �!��� �������	� ���
�� ��� 	�� ���	���� �� �������� ��
�
��� ���
&�� �� ����	�	
 ������ -������ � �� �� �� ���
�	� �������	� �
������
��	
 ����� ���	���� �� �������� ��

������ �$�������� * ����� 	����� ��	
 �����

�� ����	�	
 �(	�� ��	
�� ���
&�� ����� �	
 	�� ����������� �� �
���� ���
&���
C%�
 ��
��
��!� <�;D�

�0� �(�����
 	� ����
�!�� �(���	����� �M����, ��	� 	������ �� ��
	��	
� ��
0��� �� �
�
�� �� ,��/�� �� �"0 ���� ��� ����� ���� ������ ��
 .�+'*�'���� ��/�
 ���� ���
�	� ��� ���������� �%�� �(����
�!�� �� ,��/�� ��
 ���� ����)��
�(������� �
���	��
� C)�����, 8@@<D 1

)�
 �� �� � � � �� � � �0 .�/� .�/ � .�/

��	-�	
� ���� 	� ��	� �(�M�����, ��	� 	������ �� %����� 
���
���� ����� ���
��	
 �!��	� �$�� � ���� �� ��
	��	
� �� 0��, ��	� ����
���� 1 ��� ���
�������,
��� ���
������� �	 ���� ��	
�� �� �	�	�� � ��� %���� �� �� ������� �������	�
�+'*�'���� ���� .�	� ��������� �	�� 	�� ��
	��	
� �
�� �� �$��� ��������� �������
* �!��	� �
�������� �� %������

�(����
�!�� �; �
������ �� ���!��� �
�������

(�(�� ������	 	� ����	����	 	� 
���������

'��� ���
� ����"�� �$��
�������, ��	� �%��� �����	� �(����
�!�� �
������� �	

	� ��
��� ����
� �� ������� ���
��� ���, �� 0�	
� ;�+< �
������ ��� 
��	����� ��
�(���	����� �� ������� �������	� �%�� ��� ���
�	�� ��, �� �� �� ���
�	� �������	�
�
������� ��� �������� ���� 
��
�������� �%�� 	�� ������� �� �%��	$ �� �
� 
��	��
�0� �� ��	$ ����
%�
 ��� )
���� �� �
����������

'��� �� 0�	
� ;�+=, �	 ��	 �(���	���
 ��
 �� ������� �������	�, ��	� ��� �$���
�� �J�� ��	��	
 ���� ���� �� �J�� ������ �(��	%������ �� %������  �� ��	��
�
����� ��	� ��
������� �� �
�����
 	�� ���	��� �	 �
���&��  ���� ������	� ��
��������� �	 ����
� ����� �� ��
��� ���� 	� �	���� #� �B��, �!��	� ��	��	

��

������ * �� 4��� �� %����� �� �!��	� ��
�� �� �� ������ � ��

������ �	
�	���� ���, � �� �
���
 ��
�� ��� 0$� C��	
�� � �	 �
���&��D ��	� ������ ���
����� �� ����	��
 �� ����
� ����� �� ��
��� ��	
 ��	%

 ��	� �� ������ �� ��
�����
 ��	$���

�� 0�	
� ;�+> �
������ 	�� ��������� �� ��� ����
�!��� �� ����
� ��������
�(��-���) ��� � �� ���	
�
 �� ����	�	
 �� %�����	$ ����	�� ���� ��� ����� ���
���
��!�	� �����������

#�0�, � ��	� �����	��� ��� ����
�!�� �(���	����� �� ������� �������	� *
��
�
 �� ��	��	
� ��	
���, �� 
��	���� �����	 ��� �
&� �
��!� �(	�� �
���)�
���
�� ������� �	������� �� ��� ����� ��	
����  ��������, ����� ����� �	� ���
�
�
�����	� �� �
�������� �	 ������ �� )�� ����������, ��	� �� ��	%��� ��� �%��

��� �

�	
� �� �"�� �����"��� �
������� ���� ��� ��
��
��!�� �
���������

� 8<� �
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1�3�� �54� %) O��	����� �� ������� �������	� * ��
�
 �(	�� ��	
�� ��
��"��"53	�#	����������
�� ��� ���,����� 	� �������� �� 0��� 575:
�� ��� ���� 	� �������� �� ����� �� �$��� ����	���� �
�� �� ����
�
�� ��� ���
 �(���� ����� ��� 0��� ��� %��� ������ * 

�� 14���5��"�������,������
��
�� �#�� *�� � 
���� 	�� 0�� ��� %��� <# ��
�� � �� 0�� ���,������
� ��� %�� #����
�� �-	���
 ���


�� 7� �� � 
�� � ��������5�"�����:���,������
�;

��� /��� ���� �, ��%��� �� � ��� ���	��� ���� �	 �	�	��� <# ��
��� ��� � �(���� �� �� ���� �(��������� ������ * �� ��	
�� �� �� �
��� � � ��� 	� �������� #����
��� 14���5���5��"������������
��� � ���
��� ����� � �� % �� ���������� �� � ���� �� �
 ����
� ����
��� O%��	�
 ����� �� �%�� ����� �� � 	����� � 	���%� �� �
��� � � ��� %���� �� � #����
��� ��
�	�
 � ����� ����� �	�	���
���  ���	��
 �� ������� �������	� �� �� 
��� � �� 5 ���
 #����
��� 14���5��"�������,���.���/��
��� 7� �� � 
��� � ���
��� ��
�	�
 � ����� ����� ����
��� 7� �� � 
��� 7� �� � 
��� 7� �� /���
��� 7� �� �#�� *��

� 8<+ �
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2�%0 ;�+< R1 L��&�� ����	������� �� ����������� �� ������� ���������� 5 �� �����
! �	����� ��� ������� ����	��� �� �� ����� ���	�� ������ ���� ������� ����������� ���
� ������� ��� ��� � ������� �� �� ��"� ��� � ������� ���������� �	�������

(�(�( 6	�� ��	 	��	����� 	� �"

/�� �$������ ���	
���� �� �� �
�%�� �������
�� �� 	�� ����"�� �� �� %����� ��
��� �!���� �������	�� �� �������� �	��
�	
��� .�	� ��	� ���
������ � �	 ���
�� �� ������� + �� ������
��� 	� ������ � �� %�$��� �=������$���

'��� �� ��� ��� ���
��!�� ������ �	
 ��� �������� �� �!��)
��, ��� ����
�!���
�M����� ��	%��� J�
� �
������ ��	
 �(���	����� �� ������� �������	�� #� �B��,
��	� ��	� 
������� �� ��	�� )�S�� * 	� �
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Chapitre 5

Mesures sur des objets discrets
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��� �	� ����� ��� * -�	
 �� )�� �� �����

�� �� �� ��#��
� 
�	� �	
���
� $
 
	���� ���� �� ��0���. � ��� �)	��� ��� 3$(�� �	�� ��$� ��	�)� ��
	 3$� �� �

� 8=; �
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q points de la tangente

premier point rejeté

autres points de la courbe

points reconnus du segment partant de q

premier point rejeté du segment

milieu du segment [lq]

2�%0 <�; R1 :�����	���� �� �����	����� �� 2��� �� �� .��%�� �0NNN� ���	 ��
����� �� ����� ������ ��� �������� ����	
����

�������� �� �	 ��
��� �� ����	��
 ��	��� ��� ��������� ���
&��� �� ��	� ���� �� ��
��	
�� �� ��� �P  ��� �� ����
� �� ����� �� ����� ��	
�� ���
&���  �� ����
�!��
��
��� 	�� �����
	���� ��� ��
����� �� ��	� ���� �%�� �� �J�� ������$���

#� �� �	 �����
�� �� ���%�
����� ��"������	�, ��	� �%��� �� �!��
&�� �	%��� 1

�5���+4� -8! 4��� � � ������ ��� ���	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	��� �����
�������� �&����
��� ������������ 2���������	 �� ��	���� ����	
��� ��� ��	 � ��(
���� �� ������� ����	
�� �� ,��"��# �����	�� �&��������������

�� �
�	%� �� �� �!��
&�� ��� ������ ���� �(����$� � C�!��
&�� ��+D�

��	
 �����	
� �� ��
��
��!�, ��	� �%��� �
������ 	� ����	� �� ��
����� �(	��
��	
�� ���
&�� �	 � �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� �� ���� �(����
�!��
�(�������� ��� ������ �� ������ .�	� %�

��� ��
 �� �	�� �	� �� 
��	���� ���
�
��
��� ��	
 �� ����
�	$ �	�
�� �������	
��

����� ������	� 
���	 ���)��	 
�����	

�(�������� ��� %����	
� ��
��	$ ������� * 	�� �	
)��� ��� 	� �
���&�� �
&� ��
��
���� �� ������
� ���
&��� /�� ��� ���������� �
%������ ��� �� %�	�������
�� %��	��� ���
��� �(��� ��� �� 
��
������
 �� �	
)��� �(	� ��-�� ���
�� ��	� )�
��
����� �� 	������ ��� ���!��	�� �(���
��� �� ������ �	
 ��� ��
����� C���
��� ��
3�����# �	 �� � ��% ��
 �$�����D�

��
 �� �	��, ��	� %�

��� ������� 	����
 ��� ��
����� �	
)���	�� ��	
 �� ����	�
�� ����
�	$ �	�
�� �������	
� ����� ��
 �$����� �� ����	� �� �(�
� �(	�� �	
)���
���
&�� �	 �� ����	� �� ��	
�	
�� �	
)���	�� CK�	������ �� ��"����D�

'��� �� �	 �	�, ��	� ������ �
������
 ��� �B�
����� ���
��!�� �� ����	� ��
��
����� �$������� ���� �� ����
��	
�, ��� �	� ���
� ����
�	��� * �� �
���&���

��	
 �
������
 �(���� �� �(�
� �	 ����	� �� ��
�����, ��	� 
�)�
�	���� �� ������
0����� �
������ ��
 =�%�" �� �"0 C8@@�D� ���, ��	� ��	%��� �����	�
 ��	$
�
����� ������� �(����
�!��� 1

1//���5�� 0���4 *��� 1 ��� ���!���� 	������ ��� �)�
������ %��	��	��

� 8=< �
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����� �� �
���)�
��� �� ������� �	 ����
� �� ���0�	
���� ��� %�$��� ��
�(��-�� ���� 	� ��
��� %�������

1//���5�� ���<#� *��� 1 ���� �� ���, ��	�� ��� �
�������� �	
 ��� %�$��� �� ��
�	
)��� ���� ������
��� �	
 �� ���� ����
�!��	�, ��� ���
��!�� ��� �(�%������
�� ����	��
 	�� �	
)��� ���
&�� ��	�G� �	(	� %��	���

'��� ����� �����
��!�, ��	� �� �������
��� ��� ��� ���
��!�� 	������ ���
�)�
������ �� �%��	$ �� �
� �(	�� ���� ��� ��������� ��	
 �����
 �� ��
����
C%�
 )��%� �� �"0 8@@; ��
 �$�����D�

H	���� �	� ��� �(���
��!� �!���, �(�������� ��� ��
����� ��	� �� ���������

�� ��	$ �
����� ������ C=�%�" �� �"0, 8@@�D 1

8�  ����
	���� ��� ��������� 1 �� �!��	� %�$�� �� �� �	
)��� ���
&��, �� �������
�������� �� %������ �	��	
 �	 %�$�� �	 �� ������� ��� �� �������	��� .��

�� #������� ��� ��
����� * ��
�
 ��� �����$��� 1 	�� )�� ��� �����$��� ����	���
�� �!��	� %�$��, 	�� ���
�$����� �� �� ��
���� ��� �����
	�� * ��
�
 ���
�B�
����� �)�
������ ������	�� ���� �� �����$���

�� �
���&�� 
���� �
���������� ���� �� ����	� �� ��� �����$���� ��	
 ��
����
����
�!��� �	� ��	� �
�������� ���� �� �	�� �� �	� ��	� �������� �����, �� �����$��
�� 	� ���� ��� 	� %������ �� ����� 0$�� '(�	�
�� ����
�!���, ��� ������, �
��
������ 	� ����	� �������) �� �� �����$��� #�0�, ��� ���
��!�� !"�
��� �$�����,
��
 �$����� 	� �
�����	� �������) ��	� J�
� 	���� ��	
 �����
 �� ��
���� * ��
�

�	 �����$�� �� ����� 0$��

-8'8%8! 1//���5�� 0���4 *���

'��� ��� ���
��!��, �� %��	�� ���
�� ��� 	���� ��	
 �������
 ��� �B�
����� ������
��	��� �0� �� �����
	
� ��� �����$����

/�� �
��&
� ���
��!� �	� ��	� �
�������� � ��� �
������ ��
 . 8���� ��
98� ��� C8@@9D�  �� ����
�!�� �����&
� 	� �����$�� ����� ��
 �� ��
��������
�&�� ����
� �	��	
 �	 %�$�� ������
� �� ����� � �� 	� ����	� �� ���� : �� �����
�� �(�������� �� �� ��
���� �� �� ��� ��� ������ ��
 �� )�
�	�� 1

 �
�

�� �����
����
��

:��� 2� ,�'��� 2� ,��!
�� � 2� � ,�

� �
�

�� �����
����
��

:��� 2� ,�'��� 2� ,�2!
�� � 2� � ,�

� �
�

�� �����
����
��

:��� 2� ,�'��� 2� ,�,!
�� � 2� � ,�

�%�� '��� 2� ,� � � � �� %�$�� ��� 2� ,� ��� ���� �(��-�� �� 
 ����� �� %����	

�� �� ��� ��� ��
 �� �	�� ��
������

 ���� ���
��!� �(	���� ��� ���&
����� �� %��	�� �� �(��-�� ��� 	��	�����
	�� ������	
 �� ���	�� ������ ��
 �� ��	
 	�� �������� �	�� �
���� �	� ����
���� ��� ��
�����, � )�	� �
�	%�
 * �� )�� �� ����� �� %������ �� �� ����	� ���

� 8== �
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���� �	 ������� �(�

�	
 �(���
�$����� �	
 	� �������� �(��-��� ���
��� 
��
�
�������)� �� �(���������� ��
 �$�����, . 8���� ��98� ��� C8@@9D �
�����
	�� ����"�� �$��
������� ����� �	
 	�� ���
�	��� �� ����� ���
��� ��	
 �����

��� ��
��&�
�� �� �� )�
�	�� �
���������

.�	� �
�������� 	�� ���	��� 	� ��	 ��
��	�&
� �	 ��%
�� J�
� ������� ��
�
��� ���
��!�� �	
)���	�� ��� �	 ������	� 	�� ���� * �� ����
�	��� ���
��!��
�	
)���	��� ���, 3��#�� �� �����"#� C8@9<D �� ������� ���� �� ��� �� ��
%�	������� �� %��	�� ���
�� �� ����� ���
�$����� 	���� �� ��
�� ��� �
�)����	
�
C��������D ��	
 �����
 �� ��
���� ��� %�$��� %����� ���	� 	� ��
��� ���� ��
%	�� ��	� �
��������, � ��	� ������ � � *��� �� �� �	
)��� ��	� �	 ��������, ��
��
���� ��� ������ ��
 �� �
����� 1

3� �

�
C*

C�
�
C*

C�
���

 

���, 	�� )�� �� �������� ����	�� * ��
�
 ��� %�$��� * �� �	
)��� �� �(��-��, ��
	���� ��� ����	�� �� ��
%��� ��
������ ��	
 �$�
�
� ��� ��
����� �������� �	$ %�$���
%������  ���� ���
��!� � ��������� 	� �
���&�� ��-�	
 ��
��	(� " � ��� ��
���
�����%�� ���� �(��-�� �	 �� �� 
��
�	%��� ��� ���� �� ��������� #���� ��	%���, ��
�B��, ������
�
 ��� �

�	
� �� ����	��

 ��������, ����� ���
��!� ��	� �	�� J�
� %	� ����� 	�� %�
��� ����0�� ���
����	�� ����� �	
 	�� ����"�� �� �� ��
�� �� �������� �(��� ��� �� �	%���� 1 ��	�

��
�������� �� �	
)��� ���
&�� ����� 	�� ������������� *��� �� �� � 
 �(	�� ��
�
���� )������ * � #��	��, � ��	� ������ �������� �� �����
	
� 	�� ����� )������,
�� ��
���� �� ��	� ���� �� �� �	
)��� ��
� ������ ��
 �� �
����� �� * 1

3* �

�
C*

C�
�
C*

C�
�
C*

C�

 

/�� ���&
� ����� �� �����
	
� ����� )������ ��� �� ������
�
 �� �
���)�
���
�� ������� �� �� �	
)��� ���
&�� C%�
 ��	��
���� �� �' 0�	
� <�<D�

���, 	�� �������� �� �� ��
���� ����� �	
 �� �
���� �� ��������� �� �
��
�
����� ������ 1

8� ����	� �� �� �
���)�
��� �� �������,

�� ��������� �� 0��
�� ��
%��)� ��	
 �(�������� ��� ��
%��� ��
������,

+� �����
	���� �� �� ��
���� �	
 ����� ��
�� �� �
�������

 �� ����
�!�� � ��� ��������� ��
 2"�� �� �"0 C���8D �%�� 	� �
�����	�
�������) ��	
 �����
	
� ��� ��
����� * ��
�
 �	 �
����� �� �� �
���)�
��� �� ���
����� C���� K�' ��
 �� �	��D� �(��� ��� �� �������
 ��� �������	��� �� �� �	
)���
���� ����� ��
�� �� �������� ��	
 ����, � ��	� ������
��� 	� ��
��� %������ �
���� �� ��
�� K�' ���
�� * �(��-��, �� ��
���� * �� �	
)��� �� �(��-�� ��� ����	��� ��

��"������ ��� %����	
� ���� �� %������ � �� �� K�' �� ��������� �
�� �
�&
�� 1


 	� �
�&
� �(����� �0� �� �������
 ��� �������	��� �	
 �� �	
)����  � �
�&
�
�� ���� �	
 	� ���
� ���	��
�, ���
� �� ��
���� ������ * 	� ��
��� ������ ��
�� %����	
 �� K�' ����"��, �	 ��� J�
� �)�
�	
 * �
� C����� %���	
 ��

���
���� �	$ ��
	��	
�� �
������� ���
������ ���� ��� ��!�������� �� ����, %�

��
��
��!� ��+D�

� 8=> �
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2�%0 <�< R1 L��&�� �� � �	�� �� ������� ���	 ����������� ��� ��	���� 5 ���
��	� ���� �� �� ����	�� +� �� ��� ���������� �� � �	����	��� �� ������� �����������
����	����� +A��


 /� �
�&
� �� �"���
�, �(�������� ��� %����	
� �� �� K�' 	����� ��%��� J�
�
�"���
�	�� �	��	
 �� �� ��
���� �������


 /� �
�&
� �� �����$�� ��� ����� ������
�� ���� �� K�'�

'��� �����4�""� �� �"0 C�����D, ��	� �%��� �%��	� ��� �������	
 �� ��
�����
/�� �
��&
� %������� � ������� �� 	� 
���	 �(��-��� ���
��� ���� �� )������
�(��	������ ��� �
��� ��
 ��� ��
����� C���
��� �� 3�����#D� ���, �� 0�	
�
<�= ��
��� �� �����
�
 %�	�������� ��� 
���	� ���
� ���
� ����
�!�� �� �(���
��!�
������	� ��
 ��
�!��� 	��� C%�
 ��
��
��!� ��;���;D� �� 0�	
� <�> �
������
�	���	�� 
��	����� �� 
���	 �(	� ��!������� �� ���� C%�
 ��
��
��!� ��+D� .�	�
��	%��� 
���
�	�
 	�� ����� �
���
%���� ��� �B�
����� �������	��� ��� ��-����

 �� �������	
 �(� ��� �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� �	��	(� ���
������ 	�� ����� �� %������ ����� ��
��&�
��  ��������, ��	� �%��� �%��	�
�$��
����������� �� ���	
� �(�

�	
� ���, ���� �� 0�	
� <�9, ��	� �%��� �����
��� ��
����� �	
 	� �������� �� ��!&
�� ���
&��� �� 
�"��� �
�������� ��	
 �!��	�
��!&
�, ��	� �
�S��� �(�

�	
 ��"���� ���� �(�������� ��� ��
����� �� ���
� ���
�	� �(���
� �"�� �� ����� ���������  �� 
��	����� ����
��� 	� �
&� ��� �����
���
���� �� ��� �������	
 ����� ��� �������) ���� �	
 �� K�'�

#�0�, ��	� ��	%��� �
�����
 	�� ��	%���� ���
��!� ���� ���	���� ��	� 	������
�
�������� �� ���
���� �� ?�
��� ���
�� �
������ ���� �(����
�!�� ��� #� �B��,
� ��	� ��������, * ��	� ���� �� �(��-��, �� %����	
 	���
� %�
� �� ��� C���� �	
)���D �� ��	� �
��!�, ��	� �������� �
�������� 	�� �
&� ����� �������� �	 K�'
���� �	�	�� ��������� �� 0��
�� ��
%��)� ��	-�	
� �M���� * ��
����
�
� �� 0�	
�
<�@ ��	��
� �� ����	��

� 8=9 �
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� �
��� * ���� ��!&
�  	��
!�$������� �
�	�� ��	
��

?��	��� ���
���

����	 �%�� ��
�!��  	���

����	 �%�� ��� ��
����� ����	���� �	
 �� K�'

2�%0 <�= R1 7���	���� ���	� ��� ������������ ��� �����	����� ��� F	�����
7���� �� ��� ��� ��	���� ����� ��	 �� 9J� ��	 ��� ��	��� ������	����� ��������

� 8=@ �
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2�%0 <�> R1 T���������� ���� ���������� �� ����� ��� ��� ��������� �� ��	����
���� ��	 �����	����� ��� F	�����(7���� ��� �� ��� ����������	 ��� ��	 �� 9J�
��� �:���� F����(M	��� 7KE� K4,M� ���	 ��� ����������� ��� �� �	�	��� L�1��
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9J� �� �����	����� ���� ��� F	����� 7���� ��	 ��� ���
	�� �� ����� �	��������
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����������� ��	���� �� 9J� 5 ��� ������	 ���� �� �� ����	��� ��� ���	��� �� T�(
	���� ����	�� �� �� ������	 �� ��� ��������� ! ����� ����� ���� ������	 �����	�
��	� �� ����� �� ������	 �� ���� �	�����

� 8>8 �
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��
� ��� ���
��!�� �	
)���	��, 	�� ��� �
��&
�� ���	���� � ��� ����
��� ��

� �� �� �"0 C8@9<D�  ������ �� ���� �	
 	�� ��0���� �� �� �	
)��� ��
 ������$��
����	��
��� '��� �� ���, �� �	
)��� ���
&�� ��� �������� �� �	
)��� �	�� �(	��

������ �(��-������ ����	� C%�
 ��
��
��!� 8�+�8��D� ���, � �� �� �"0 C8@9<D
������� �� ��
���� �� 	� �	
)�� � �� 
���
���� ��� �B�
����� �
�������� ��� �	
)���
��-������ * � C��	$ ��
������� 	�� �
J�� �%�� �D� 7�� ��
��	���� ���� �� ����� ��
��	��� ��������	� �	 ��

������ �	 %����	
 	���
� �
�!������ �	 �	
)�� �, ����
�
�	
 ���	�� �� ������� %�
� �(�$��
�	
 �� �(��-�� C%�
 0�	
� <�8�D� �(�������� ��
�� ��
���� �� ���� ���� �	
 �� ��
���� ��������
� �� � ��� �	� �	
 ��� �	��
�
��
����� ��������
�� ��� �	
)��� ��-������ * ��  ���� ��
���� ������ ��

������
* �� ��"���� �� ��� ��
����� ��������
�� C%�
 0�	
� <�88D� O���� ����� �	�
��	� �(�%��� �	� �$ �
�������� �������� �� ��� ��
����� ��������
��, �� ����
�
������� �� ��
����� ������� ��� ����4 )�����
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2�%0 <�88 R1 L��	���� �� � �� �� �"0 �0N.O� ���	 ����������� �� � ��	��� ����
��	 ��� ������������� �������	� �� � ��	��� ����	
���

��
 �� �	��, ������ �� 2���@�� C8@@9DE ������ C8@@@D �
������� �(	�������
�(	� %������ ��	� �
��� ��	
 �(�������� �� �� ��
����� #� �� ������ �	
 	��
��0���� ��������	� �� �� %������ C����� �����	���� ���	�	� D, �� �
������� 	�
��"������ ��� ��
����� ��������
�� �%�� ��� �����
����� �� ���&
� * )�%�
��

�(����
� ��� ��
����� ��������
�� �
��!�� �� � ���� �� ����	� �� �� ��"�����

 ���� ���
��!� ��
��� 	�� ����� �������� ��� ��
����� ��� ��	B
� �(	� �
��
��&�� ��-�	
 ��
��	� ��
 �� �!�$ �	 %������� #� �B��, ���	�� ��� �	
����� ���
������	� �� �� ��
��� ��� �� ����
G��
 ������	���� �	 ��"������� ��	� �
��������,
� ��	� ������
��� 	� ���� ��
���&�� * 	� �$� �� �� �
���, �� %������ ��������	�
�� ������ ��

������ * ��� 
��������� �������
�	�� C�
�������� �� ������� ��D�

� 8>� �
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2�%0 <�8� R1 L��	���� �� ������ �0NNN� ���	 ����������� �� � ��	��� 5
����������� ��� �����	���� �� ��&����� ��� ��	���� ��������	�� ��� �� ��	���
��������� ��� ����� ���� �������� �����	������ �	���	�������� ! � ������� � ��	���
� �������	�� ���	 ���	���	 �����	� ��� ��	���� ��������	�� �	����� �� � ��� ��
����� �� � ��&�����

�
�������� ��������� 	�� ��	%���� %�
��� �� �(����
�!�� �� ������ C8@@@D
���� �� %������ �� ���� �	
 �� ���
�	� �������	� ���
�� ���� �� ��
��
��!� ;�;�;�
�(��� ��� �� ������
�
 ��	� ��� �	
)��� �	 ���� * 	�� ������� �������	� �)�
�	
�
* 	� ��
��� ��	� �� ��  ���� ���
��!� ��	� ��
��� �(�%�
 	� �
�����	� �� ������

���� ��� ��
����� ��������
�� ���
���	� �	
 �� �	
)���� �� 0�	
� <�8+ �
������
��� 
��	����� �� �� ����	� �	
 	�� ��!&
� �� �	
 	� �	�� ��	
��� ��� �
��&
�� ���
�	
�� �(�

�	
 �� ��� �������	
 ���	��� 	�� ���
�$����� �� �� ��
���� 	� ��	
�����	
� �	� �(���
��!� �� ������ C8@@@D ��� �� ��	� ������ ����"��� �$��
����
����� 
������ * �B���	�
�

�� �
���&�� ��-�	
 �%�� �� ���
� �(����
�!��� 
���� �� �����
	���� �	 �����$��
�	 �� ��

������ �	(* 	� %������ �� ����� 0$� �	��	
 �	 ���� ������
�� ������
����, . 8���� C���8D � �
����� 	� ����	� �� �����$�� ���� �	
 �� 
������������
�� ���� ������� ���
��� #� )��, . 8���� �
����� 	� ����
�!�� �(�������� ���
��
����� �� ��	$ ������ 1 �� �
��&
� ������� �� 	�� �������� ������ �� ��������
�%�� �(����
�!�� �� . 8���� �� 98� ��� C8@@9D C%�
 ������	�D �� �� �������
������� �� 	� ������ �� ��� ��
����� ���� �� �����$�� ��0� ��
 �� ���� ������� ���
�
��� :
, ����� ��	� �(�%��� %	 �
����������, �� 
������������ �� ���� ���
�� �	
�� ���� ������� ���
�� ��� 	� �
���&�� ����4 �M��� �	
 �� ���� ����
�!��	�� .�	�
%�"��� � ��	� �(���
J� �(	�� �������� �������	� �� ���� ������� ���
�� �����
� � ��� �
������ ���� �� ��
��
��!� ��<� #� �B��, � ��
 �$����� ��	� ��	%��� �����
��
 �� �
�����	� �� �����
���� ��� ��
����� ��������
�� ��
 	� ���� �������	�
�(����
������� * 	� ���� ���
��, ��	� ��	

��� ��� �����
	
� 	� �������	
 �
&�

���� �� �	
��	� �������) * �� )�
���

.�	� ��
����� �%�� ��� ���
��!�� ������ �	
 	�� ����������� �� ��	��� ��
�(��-�� ���
���  � �"�� �(�������	
 � ��� �
����� ��������� ��
 
����� �� �"0
C8@@=DE 
����� C8@@@D �	� 
��
� �%�� ��� ������ �� �
���� ���
&��� ��
 .�""���
�� ���"�#*��������� C8@@@D�

/�� ��	�� ����� �(�$� �� �� �� �
��� �(���� , ��

������ * �(�������� ��� %�$���
��� �� ,� �� �(��-�� C�%�� �� � � �D� '� �� �J�� ���&
�, ��	� ��0������ ��� ��	���
����� �(�$� �� �� ����� �(�$� �� C%�
 ��	��
���� 0�	
� <�8;D� � ��	� ������
��� 	��
�	
)��� ���
&�� �������� �� �	
)��� �� ��� ��
�� ��� �B�
����� ��	��� �' ����� ���
��������� �� ������� �� �� ������, ��	� �%��� �� �
��
��� ���
����� �	� �!��	�

� 8>+ �
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2�%0 <�8; R1 ������������� �� ������ ���� ������ ����� ��� ��� �� � �	�����

�	
)�� ������
� ��	$ ������ ���� ��	$ ��	��� �B�
����� C%�
 0�	
� <�8<D� ��	

�����
 �� ��
���� �� 	� �	
)�� � �� �� �	
)���, 
����� C8@@@D �
����� �� ����	�
�	%��� 1 ���� 	� �
���
 �����, ��	� ������� ��� ��������� #�� �� #�� �� �������
� ���� ��� ��	$ ��	��� �������� �	 �	
)�� �� #��	��, �� ��
���� �� � ��� ����	���
��
 �� )�
�	�� 1

#��� � #������ #�����
�P ��� 
��
������ �� �
��	� %����
�� 	�	���

���, ���� �	
 �� �
���� �� ����������� �	 �
���&�� �� ��	$ �
���&���
�', 
����� �� �"0 C8@@=D �
������� �(	������� �(	� 0��
� K�	���� 
��	
�) ��	

�(�������� ��� ��������� �' �� �����
	���� ��� ��
����� +' �
I�� * �� )�
�	��
�
��������� '��� 	�� ���
��!� ����� �	
 �� ����	� �� ��������� ���
&���, .�""���
�� ���"�#*��������� C8@@@D �
������� 	� ����
�!�� ����
� ��	
 �(��������
�� �� ��
���� +'�

-8'8%8' ��� 4#���� �/� 4#� �� ��4/� #0�� ���0��3���� #��4/��� *��

'��� �� ��
��
��!� ��	� �
������� 	�� �$������ �� ��� ���
��!�� ��
 ��	��� ��
	������ ��� 
��	����� �
�������� �	
 �� ����	� �� ��������� ���
&��� �' �� �� ����"�
���� �� �����
������ ��"������	� �� �(�������	
�

��	� �(���
�, ��	� ��	%��� �
�������� 
��
���
� �(����
�!�� ������ �� 2��*
� �� �� .��%�� C8@@@D ��	
 �� ����	� ��� ��������� ���
&��� �'� ���, � ��	�
������  �� ����
� �� �	
)��� ��������� �� �	
)��� ���
&��, �� ����	� ��� ���������
���
&��� ���� ��	��� ��� ��	��� �� )�� �� ����� ����
� �� �� ����
� �� �	
)����
5��������, �(	������� �(	� ��� ����
�!�� ��	� ��
��� �(��
�	
� �(	� ����
�!��
�(�������� ��� ��
����� ���
&��� +' �� ��� �� �	 ��� ������ ��	
 �� �
���&���

� 8>< �
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2�%0 <�8< R1 ������������� �� ������ ����� ��	��� ����	
�� �������� �� ��	���� 5
��� ��	��� ����� ���
	� ����	
�� �� ��� �������� �� ������ ��� ��� �	��� ��� �� �
�	�����

'� ��	�, ��	� �%��� �� �!��
&�� �	%��� 1

�5���+4� -8% 4��� � ��� ��	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	��� ���� ��������
�&����
��� ������������ ����������� ��� ��	���� ��	������� ���� ��	 ����	����
�	 ������ �� �������� ��� �������� ����	
��� �����	�� �&��������������

�� �
�	%� �� �� �!��
&�� ��� �
������� ���� �(����$� � C�!��
&�� ��<D� '�
���&
� �)�
�����, � ��� ��
����� ���%�
���� ��"������	����� ���� �!��	�� ���
��	��� C%�
 �!��
&�� <�8D, �� �
��	� %����
�� �	
� �	�� ����� �
��
��� �� ���%�
�
����� ��"������	��

#� �����	���, �(����
�!�� �
������ ������	� ��� ��� ��	������ ������ ��
�����, ��� � �	�� �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	�� /�� ��
�����%�
* �� �
�%�� ������� �� �(������������ �� �� �(�%��	���� �� ��� �������	
 �	
 	�
-�	 �� ����� ���0���)� ��	
 ��� ���������� ����
&����

)�' �������� �� ����

��
��	� �(�� ������ 	�� ������	� * 	� �����	
 ���
�� C�' �	 +'D, �� ��
��������
��� ���	
�� �
������� ���� ����� �����	
� ��� �
��
���� �%��� ��	�� �����
����
�� ���� %����	
� �	 ��	� ����
�������, �%��� ��	�� 	������� �� ����� ������ ����
	� �
�����	� �(���
���������

/�� ��
�������� ������	� ��� ���	
�� �� ���� �	
 	� ����	� �
������� �� ��
����	�	
 �	 �(�
� �	 �����	
� ���, � �(�������	
 �� ����	�	
 �	 �(�
� �(���
������ �	 �(��� ��� �M����, �(��� ��	�� �� %����� �� �� �����	
� �	 ��� 
���� ��
�	������

��(�� ,��!�	�� 
���	 �����	 
�����	 �"

'&� ��� �
��&
�� ����"��� �� �����	
� ���
��� C 2������ 8@=8 ��	� ������ J�
� 	�
��� �
���
� �
����� �
����� �	 �	-��D, �� ����	� �� ����	�	
 �(	� �����	
 ���
�� ���

� 8>= �
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	 ����� ����� 	� ����
���	
 �� )�
�� )���������� �� ��� �
��&
�� ���	����
)	
��� �
�������� '��	�, �� ����
�	$ ����
�!��� ��� %	 �� -�	
 ��	
 �����

����� ���	
� �	��������  �
����� �� ��� ���
��!�� �� ������ �	
 	�� ��������
�� �� ���
�	� �	������� ��
 ��� ���
��!�� ������� C�������� �� �!��)
�� ��
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��!��

 �� ����
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���� ���	� �� ����� �� � ������� ������� �� �����(���
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� <��� ��	��
� ��� ��	$ �������	
� �
���������

#� 	������ �(����
�!�� ������ �� ����� �� 2��� �� �� .��%�� C8@@@D, ���
����
�!��� ����������� ��� �������	
� ���� �� �����#5& ��� 	�� ������$��
����
� �� �� ����� �� �� ��	
�� ���
&���
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��������  ���� �%��	���� �(�B���	�, �	
 �� ���� �!��
�	� �%�� ���������
�� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	�, �� �	
 �� ���� �$��
������ �%�� ��� ����
�"��� �����
���������� ��� �B�
����� ���!���� �	
 ��� ������� 
�������

'(	� ���� �� %	� �!��
�	�, ��	� �%��	��� ��� �������	
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2�%0 <��� R1 :�����	���� ��� ��������	� �� �������	 ���� ��	 �������	���� ��� ��	(
���� ����	
��� 5 ��� ��������	 ���� � ! ����� ������ ��� ������ ���� ������	��
����������� �� � ��	��� �� � ��	��� ��������	� ) �� ��� ��������	 �����#5&�
��� �� ��� ����������� ������� ! ����� ����� ��		������ ! � ����	� ���� ��� ���	��
�� ���	 � ����	� ��		������ �� ����	� �	�������� �� ������

���0��3���� #��4/��� *�� 1 ������ �	� �� ���	
� ������ ��
 �( �������	

���%�
�� ��"������	����� %�
� �� ���	
� �	������� �� �(��-�� �����	 ��	��
-����� * �� ���
������� V

� � �� 1 ����� ����� 	�� ��	
�� ���
&��, ������ �	� �(�������� ��� 	��	� V

�#���� � ����� 1 ������ �	� �(����
�!�� ����������� �(�������	
 ������
� ���
�	
����� ���
�� V ��	� �
��������, ������ �	� �� ����	� ��	� �� )�
� ��
����
�� ����
� V

�6���� �� �� '� 1 ����� ������� �(�����
� �(�������	
 �	$ ��	
��� ���
&���
�
������������� V
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�� ���� �� ��
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�� ������	 <�8 ��	��
� �� �����
������ �� ��	� ��� �������	
� �
������� %��*�
%� ��� �
��
���� ������	�� ��������� ��������� �	� ��	� ��� ����
�!��� ��� 	��
������$�� ����
� �� �� ����
� �� �$����

�	
 �� ���� �$��
������, ��	� ������
��� ��� )�
��� ������
�	�� �	����
����
�
�������� ���� �� 0�	
� <�� �� ��	� �
�������� ��	
� ���
������ �	
 ��� �
����
�� ��	� �� ��	� 0���� '� ��	�, ��	
 	�� 
����	��� ������, 	� ��
��� ����
� ��

������� ��� )�
��� ���� �
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�������	
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 �(�������� ��� ��	
��� ���
&��� �����	���

��
� �� �(�%��	���� ��� �������	
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�� ���� ����"����� �� �
��&
�
������� �� 	� ����	� �(�
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������� ��
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� * �� ����	�	
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�� �
��
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� �(�
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��������� * ��� ��"����� ��� ���	
�� �����	�� �	
 ��	��� ��� )�
��� �� ��	
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 ��/# ��   , ���%�
���� %�
� � ��	
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 ��� �������	
� ����� �	
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 �	� ��� �����	
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���� ���
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 )���� �� �����
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�(����
�!�� �������
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������� 	�� ����"�� �	����
��� �M�����

��(�� ,��!�	�� 
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������� �	����
��� +	�)� �������
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&� ����� ������� �� 	�� ����
������� +' ��� �������	
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C������ �D �� ��� ��-������� �� %�$��� ��
 ������� C������ �D� ��� ���� �������
* ��� ����������� ���� ����	��� �� ���&
� * �����
 �(�

�	
 �� �(�������� ��
����	�	
 ��	
 	�� ���
�	��� ������
� �� �������� �� �
���� 
������� ��
 �$�����,
!��(��� �� ����"#��� C8@@�D �����&
��� �(�������	
 1

��'��'	��+	�)�� � 
3����� � �3������ � �3�����

�� ���������������������������������������. $
 ���	�� ��� ����	
���� � �(������� �����

��	����������
��������
	���
��
��
�������

� 899 �



0 - ���.���� �� ����

��
 �� �	��, 7���� �� +������ C8@@9D �
������� ��� �������	
� ����� �	

�(�	�
�� ������������ ��������
���

#� ������
��� ��� ��	
��� ���
&��� +' =������$�� C����(��	��D, +"���� ��
!8"�/ C����D �
������� 	�� ���
�$����� ���"������ ����� �	
 �� ���"���� ��
����	�	
 ������ ���
� ���� �� %��	�� C%�
 0�	
� <��>D�  � ���"���� +' ��
����	�� �� ��	$ ������ 1


 ���� 	� �
���
 �����, ��� ������� ������� ���� ������� �	
 ��� �
J���
���� �	������� C������ ����
������ * �
�� %�$��� ��-������D E


 ��� ���������� ������� C�	��
����� �� �������, ����������� �� ���� ���
�
J���� � � D ���� �B���	��� �0� �� 
��	
� �� ����	�	
 �	 ���"�����

2�%0 <��> R1 :�����	���� �� ����� �� ���&���� �� �������	 ������� ������ ! ���
���	�� ����	
�� /(������� 5 ���	�� ����	
�� �������� ��������� ��� 	6��� �	������� ��
����� �� ���&���� �� �������	 ��������

 �� �������	
, ���� ����%�# ��
��� �(�������� �� ����	�	
 �(	�� ��	
�� +'
��� �� ����
�	$ �
���&��� �$����� �	
 �� ���� ����
�!��	�� #� �B��, �� �!���
�(��������� �� �(����
�!�� C������� �����D ��� �����	�� -	��	(* �� �	(�	�	��
���0����� �� 
��	�� �� ����	�	
 �	 ���"���� ���� :
, ����� ����� �	� ��� ����
���� �� �� ���"���� ��	%��� �� �������
 �	
 ��� �
J��� �
��	��, ��� ��	������ ��
����	� �(��� ��	� ���
�� ��� �� ��	�, �(����
�!�� ��
������� �� �
�	%�
 �� ���
�	� ��� �$�������� C�(����
�!�� ��� .���������D �� ������ ���, +"���� ��
!8"�/ C����D ��� ��
��	� 	� E ���� �	 ��

������ �	 ���"���� ���� �� �������
�B&
� �� �(������ �� E � #�0�, ��� �	��	
� �
������� 	� ����
�!�� ��������
�
��	
 ����	��
 	� ��� ���"�����

�	
 �� ���� �� �� ���%�
����� ��"������	�, ��� �
���&��� �� ��0���� �� ��
�����
	���� �	 ���"���� ��� �� +' �� ��
������� ��� �(�%�
 �� �
�	%� �� ���%�
�
������

'��� �����4�""� �� �"0 C���8�D, ��	� �%��� �
����� 	� ����
�!�� �� ����	�
�� ����	�	
 ���� �	
 �� ����������� �� �� ��	
�� �� �
���� ���
&��� +' C%�

����
�!�� 8�D� ���, ��� �������	
 �� ���� �	
 �(���
�$����� ���"������ ��
�
���� ���
&��� ��	
 �����
 �� ����	�	
 �� �� ��	
�� ���
&�� C%�
 0�	
� ���< ��	

�	���	�� �$������ �� �����������D� ��������� �	� ��� ����
�!�� ��� ����������
���
�� �� �	� �� ����	� �� �� ����������� �(�B���	� �� ��� �P  ��� �� ����
� ��
%�$��� �� �� ��	
�� ���
&��, �� �	 ��� ������ ��	
 �� �
���&���

'(	� ���� �� %	� �!��
�	�, ��	� �%��� �� �!��
&�� �	%��� 1

�5���+4� -8C 4��� � � ������ ��� ���	��� ��� �� ! ���	��	� ��	��� ����
����	�� �&����
��� ������������ ����������	 �� �������	 ��� ��	 ��� ���&������(
���� �� �	����� ����	
��� 1� �� � ����	�������� �� ) � �  � �	��	���� �� �����	�����
�&����������

� 89@ �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

'��� �� �
�	%� ������ ���� �(����$� � C�!��
&�� ���D, ��	� �%��� 	���� 	�
��!��� ����
�� �� �
�	%� ���� �	
 �� )�� �	(	� ������� �� �
��� ���
&�� )�����
��
� �� �� ����������� �� �� ��	
�� +	�)� ��	� J�
� %	 ����� 	� ���� ����
�(������	
 ��� ����
G��� �� �	 ������� 	� ��
���	 �� )�  � ��!��� ��� %����
�	���� �	� ��� �� ������� �	 �
���&�� �� �(��� ��	
 ���� �	� ��	� ��	%��� 	����

�$�������� �� �J�� �
�	%� ��	
 �� ��� �' �	� ��	
 �� ��� +'�

5��������, ��	� �%��� 	� �������	
 �� ����	�	
 �� ��	
��� ���
&��� +', ����
�������, ���� �� ����	� ��� ������ �� �����, �	
����� ���
�� �� �	 ���%�
��
��"������	������

'(	� ���� �� %	� �$��
������, � ��� ����4 �M��� �� �
�����
 	� -�	 �� �����
�
&� ��
����� �� +'� '��� ��� ����"��� �$��
�������� ��� 0�	
�� <��9 �� <��@, ��	�
�%��� ������
� ��� ��
���� �� ��� ������� +'� '��� �� 0�	
� <��@���� ��	� �%��� �
���
	�� ���	
� �	� ��	� �(�%��� ��� �
������� ���� �� ��
��
��!� �
�������, �������
��� �(�%�
�� �� �(�

�	
 
����%� �� ��	
��������  ���� ���	
� ��	� ��
��� �� ��	�

���
� ������ �� �� %����� �� ���%�
����� �� �(��������� '��� ���
� ���, �� ��	
��
�� ������� %�
� 	�� %����� �� ���%�
����� ����
��

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
  %

Résolution de la grille

3D−DSS

2�%0 <��9 R1 L��&�� ����	������� �� �����	����� �&��������� �� ����������	
������� 5 �����	����� ��	 �� ��	��� 1�� 2�� �		�� ���		��	 ��		��������� ��
��'�	����� ����	�� ����	���� �� �������� �� ����� �� ���	� �������	� �� � ������(
������

/�� ��
�����%� ���
����� �� �� �
�%�� �	
 ��� ����	�	
� �� ��	
��� ���
&���
+' ��� ��� �%������� �� ��� �� ����� �(	�� ������)�
�� �� ���� ����
� * �����
	����� ���� �� ��� �'� /� �
�%�� �
������� ��
�� �� ��������� �(	�� )����� ��
��	
��� 
������ +' �	
 ����	����� ��	� �%��� �� ���	
� �$���� �� ����	�	
 �� �	�
��	� ���
����
��� �� �	����
����

� 8@� �



0 - ���.���� �� ����

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
 %

Résolution de la grille

3D−DSS

��

0

5

10

15

20

25

30

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

In
ve

rs
e 

de
 l’

er
re

ur
 r

el
at

iv
e 

en
  %

Résolution de la grille

3D−DSS

��

2�%0 <��@ R1 L��&�� ����	������� �� �����	����� �&��������� �� ����������	
������� 5 ��� ��	 ��� ������� 1� ���� �� 	���	� ���	� ��� �������	� ���� ��� ��

�

�� ��� ����	�� �� ���		��	 	������ ��	 ��� �������� 1� "� ������	��	 � ������� ��
�����	������

� 8@8 �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

��(�� ���	 
���	 ���)��	 
�����	

#� ������� +, �� ����	� �� �(�
� �� �� �	
)��� �(	� ��-�� ���
�� ��� 	� ����
���	

�� )�
�� �
&� ���
����� #� �B��, �� �� �J�� ���&
� �	(�� �', ����� ���	
� ��
���
	�� ��
�������� �� ��	��� ��� �	�
�� ��
����
���	�� �	� ��	� ��	

��� �$�
�
� ��
��� �	
)����� '(	� ���� �� %	� �
���	�, ����� ���	
� ��	� ��
��� �(�$�
�
� 	��
�)�
����� �!"��	� �
&� ���
����� ���� �� ��� �(����"��� �(��!�������� �� ����
C%�
 ��
��
��!� ��+D�

.�	� ������, � �	��, ��	� ���
����
 * �� ����� �� ���%�
����� ��"������	��
��	
 ����, ��	� 
�)�
�	���� �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� ���� �� ��� ���
�	
)���� ���� �� � .�	� ������ � 	�� �	
)��� �� 7��#�� ���� �� � .�	� ������
���
	� �
�����	� �� ���
�������, ���� +	 �	
 	�� �
��� +' �� 
����	��� 	� ��� ����
�(�
� �� �� �	
)��� � �� ��+	���� �(�������� �����	� * �(��� �� � � �(�������	
 �
���%�
�� ��"������	����� � �� ��	������ � 1

	��+	���������	 � =�	� �%�� %�$	�=�	� � 


-8)8'8! ����� ��� �6 ��#����

'��� 	� �
���
 �����, )�""�(�� �� ,�����( C8@@+D ��� �
����� 	�� ���
��!�
������ ��	
 �(�������� �(�
� �� �	
)���� ���
&���� �(��� ��� �� �	%���� 1 ��	�
�(���
�, ��� �B�
����� ���0�	
����� ������� �������� �� %�$���, ����
������ * 	��
�	
)��� ���
&��, ���� �����0��� �� ��	) ������
��� _ �!��	�� �� ��� �������, 	�
���� ��� ������ �%�� 	� �
�����	� �������	� �� ���&
� * �����
 �	 ��	$ �(�
�
�� ��
���	$ �� ����� ���
��� ���
�	�� ������
������ ��
��	� �(�� ����"�� 	��
�	
)��� �	������	�, ��	� ��������, ��	
 �!��	� ������, �� ����
� �(���	
����� �	
���)� 5��������, �(�
� ��� ������ ��
 ��������� ��� ���	

����� �� ��� ����
�� �!��	� ������
��

'��� 	�� ���
��!� ����� �	
 	�� ���
�$����� ���"��
��� �� �� �	
)��� ���
&��,
��	$ ���	���� ��F%�� ��	%��� J�
� �
������� C%�
 ��
��
��!� ��;���;D 1 �� �
��&
�
������� �� �� ����	� �� �(��%������ ���%�$� �� �(��-�� ���
�� ��	
 ���	�� �����

�(�
� �� ����� ��%������, �� ������� �� ���� �	
 	�� 	������� �� �(����
�!�� ���
��
�!��� 	���� ��	
 �� �
��&
� ���	��� ����� �	
 	�� ��%������ ���%�$� ��
�(��-��, �(�������	
 �(��� ��� �%������� %���� �	� ��	
 ��� ��-��� ���%�$�� ��
	�� �
�	%� �� ���%�
����� �$��� ���� �� ���� .�	� 
�%���
��� �	
 ����� ��
�&
�
��	� ��
� C�"���#� �� C��(�, ���8D� #� ������
��� �(����
�!�� ��� ��
�!���
 	���, �(�������� �� �(�
� �� �� �	
)��� �	
)��� ������� * �����
 �(�
� �� �!��	�
)�������  �� �������	
 �(� ��� �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� ������
���	 �	 )�� �	(� �(����� �(	� ����	� ������ �0� �(�	������
 ����
� �� �
����� �(	�
��� �������	
 ���� ��� ��� �
���	��, 
��#�"�# �� B����D� C��D �
������� 	��
�����
���� ��� �B�
����� ���0�	
����� ��� )������� �	 ��
�!��� 	����  ����
��
�&
� ���	��� ��� �
��!� �� �(�������	
 �� )�""�(�� �� ,�����( C8@@+D ���
�
������	��

+"���� �� ��� C���8D 	������ 	�� )���������� �� ���� ���
�� �� �� ������
�	
 ����� ��
�&
� ��	
 �����
 �(�
� �� �� �	
)���� �(��� ��� � �� ����
� �� �����
�� �J�� �"�� �(�������	
� �	� ��0���� �	 �1 2���� ���� �� ��� �'�  ��������,
����� ��	� �(�%��� %	 ���� �� ��
��
��!� ��;���;, �� ����
�	$ �
���&��� �$�����
��	
 �� ���������� ��� ������� �(	�� ���"��
����� �� �� �����
	���� ��� )�����
���, �� ���	
� ������ ��
 ��� �������	
 ��� �
&� %�
���� �� )������ ��� ��
������
�!���� C�
��������, ���
�	��� �� ��
���� � � D� '� ��	�, �� ��Q� �� ������$�� ���
����
�!��� �� 
������������ �� ���� ���
�� ����� ����4 ���
����, �(�������	


� 8@� �



0 - ���.���� �� ����

�����	 �(��� ��� �
&� �M���� �	
 �� ���� ����
�!��	�� 5��������, �	�	�� �
�	%�
�� ���%�
����� ��"������	� �(��� �������� �	
 �� �"�� �� ���!����

�	
 �� ���� �!��
�	�, �"���#� �� C��(� C���8D �
������� �(	������� �(	��
��%������ ���%�$� 
����%� ����� ���
�$����� ���"��
��� �� �(��-�� ���
���  ����
��
	��	
� ������
�	� ��
�� ��	%������ �	 ��� ���� �� ��� �'� #� �� ������ �	

��	
 ��0���� �� �(��%������ ���%�$� 
����%�, ��� �	��	
� �
�	%��� �� �
��
��� ��
���%�
����� ��"������	� �� �(�������	
 �(�
� �� �	
)��� ���� �	
 �� �
�����
 ��������, �	�	� ����
�!�� �(��� ����
� �������� ��	
 ����	��
 	�� ����� �	
)���
���"��
���� 5��������, =� �� +"���� C����D �
������� 	� ����
�!�� ��
�������
�(���
�$��
 ����� ��%������ ���%�$� 
����%� ���� 	�� ���
��!� ��
 ��	��� 1 ����
�!��	� ��	��, ����� 	� �$� �� �� �
���, 	� ���"���� ��� ��� ����	��� #��	��, 	��
�	
)��� ���"��
��� ��� �����
	�� �� �� ������ �	
 ��� ���"����� ��� ��� ��	����  ��
����
�!�� �� �����
	� ��� �$�������� �(��%������ ���%�$� 
����%� �� �"���#�
�� C��(�, �� �(� ��� �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	��

 ���� ��	� ��	%��� �� %�
, ��� ���
��!�� ���"��
���� ��	
 �(�������� �� �	
�
)��� �(�B
��� ��� �� ���	���� ��
������ �	 ���� �� %	� �� �� ���%�
����� ��"���
����	�� '��� �� ��
��
��!� �	%���, ��	� ��������� 	� �������	
 �(�
� �� �	
)���,
�
����� ��������� ��
 
����� C8@@@D, ���� ��	� �
�	%��� �� ���%�
����� ��"���
����	� ���� �� ��� ����
���

-8)8'8% ��� 4#� �� �=# �� �� ���<#�� � ���+�� /#�  ���3�#� �� �� ���4#���

��	
 )�
� 	�� �����
���� �%�� �� ��� �����������, ����� ���
��!� ��

������
�	$ �������	
� ���� �� �����#5& �

 ���� ��	� �(�%��� �
������ �
����������, ��	� �%��� �� )�
�	�� ������	� ��
������
� 1

���� �

.
�
#�����

.�	� ��	%��� �
�����
, �� �� �J�� ���&
� �	(�� �', �(�������	
 �(�
� ��
�	
)��� �	%��� 1

�������06 �+	���� �
�

����	�

#����3#'$���

�P #���� ��

������ * 	�� �������� �	 %����	
 ��
��� ����
� �	
 �(������� ��
�	
)��� � �� �� ���
������� �� �, #'$��� ��

������ �	 %����	
 ��
��� ��������
�
�� � C%�
 0�	
� <�8�D�

 �� �������	
 �(�
� �� �	
)��� � ��� �
����� ��������� ��
 
�����
C8@@@D� '��� �� �	 �	�, ��	� �%��	��� �� ��
��
 �	���� �	
 �� ���� �!��
�	�
�	(�$��
�������

� �� �	
)��� ���
&�� ��� ��0�� �� ���� �	(�������� �� %�$���, �� � ��� ��
�����
���� ������� �� �!��	� %�$��, ��	� ��	%��� ���

� 	� �������	
 ����
� ���� �	

�� ���	
� �	%����, ������ �� �!��	� %�$�� � 1

���� �
(#����(

����	����	� 	�����	� 	�����	�
#� ��� �����
 �(�������	
 �	%��� 1

�������06�1 7&�+	�)�� �
�

����	�

����

� 8@+ �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

'��� ���
� ����"�� �!��
�	�, ��	� �� �����	��� ��� ��� ��	$ �������	
��

.�	� �������� �� �
�%�� �� 
����� C8@@@D �%�� �� �!��
&�� �	%��� 1

�5���+4� -8& 4��� � ��� ��	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	���� ����������	 ���	�
�� ��	��� ����	
�� ��� ��	 �������	���� ����	
�� ��� ������	� ��	��� �����	��
�&������������� �� �� ��������� �� ����������� ��� ��	���� �����	���

�� �
�	%� �� �� �!��
&�� ��� ������ �� ����$� � C�!��
&�� ��= �� ��
����
�
��+D�

#� 	������ �� �!��
&�� <��, ��	� �%��� 1

������# �� -8% 4��� � ��� ��	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	���� ����������	 ���	�
�� ��	��� ����	
�� ��� ��	 �������	���� ����	
�� ��� ������	� ��	���� �� ���� ���
��	���� ���� ������� �	 �����	����� ���	�� ��� �� �	�	��� O�1�+�1� �����	��
�&��������������

���, ��	� �%��� 	� ����
�!�� �(�������� �(�
� �� �	
)��� �� ��	$ ������ 1

8� #������� ��� ��
����� �� �!��	� �	
)�� �� �� �	
)��� ���
&��

�� ��������, ��	
 �!��	� �	
)��, �	 �
��	� �����
� ���
� �� ��
���� ������
�� �� ��
���� ��������
� �� �� �	
)���

.�	� �������� ���� 	� �������	
 1


 ������ �� ����� �	��	� �(����� 8 �(�B���	� �� ��� �P  ��� �� ����
� ��
�	
)���, �� �	��	� �(����� � � �	�� 	� ��Q� �� ��� C%�
 ��
��
��!� <�+���+D�


 �	 � �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� ��	
 	�� )����� �� �	
)���

����� %���� C%�
 ����$� �D�

-8)8'8' 1�#���� �6/�� 4���#��

'��� ����� ����"�� �$��
�������, ��	� ��	��
��� �� �����
������, ��� ��� ��
�(�������	
 ���� �	
 �� ����	� ������ ���� �(������������ 0���� ��� �� ��
�����%�,
��� �� ���	 ���� �	
 �� ����	� �� ��
����� �
������ ���� �� ��
��
��!� <�+���8�

.�	� �����
��� �(�������	
 �(�
� �� �	
)��� ���
&�� ���� �	
 �(����
���� ��
��
����� *, �(	�� ��
�, �(�������� ����� �	
 �� ����	� �(��%������ ���%�$� ���� ��
��� �(��-��� ���
��� ���%�$��, �� �(�	�
� ��
� * �(�������� ����� �	
 �(����
�!��
��� ��
�!��� 	����

.�	� ������
��� ��� ��-��� �	����
���� �	%���� C%�
 0�	
� <�+�D 1


 ��� ��!&
�� ���
&��� E

 ��� �"���
�� ���� �(�$� �
����� ��� ��
���&�� * �(�$� �� �� �
��� E

 ��� ������!&
�� �
�	���� ��
 ��� ��!&
�� �� 
�"�� ��	� �����

 �� ��-��� ���� ���� ������
�� �	
 ��� �
���� �� 
����	��� �
�������� �� ���	
�
	����� ��	
 �%��	�
 ��� �������	
� ��� �(�

�	
 
����%� �� ��	
�����

�� 0�	
� <�+8 �
������ ��� 
��	����� �	
 ��� ��!&
�� ���
&���� .�	� ��	%��� 
��
��
�	�
 �	� �(�

�	
 ��� �������	
� ����� �	
 �(��%������ ���%�$� �� �	
 �(����
����
��� ��
����� ���
�W� %�
� 
 ��	
 ��� 
����	���� �
��������� '� ��	�, ��	� ��	%���

� 8@; �



0 - ���.���� �� ����

�� �� ��

2�%0 <�+� R1 T������ ����	��� �����(�	����� �������	�� ���	 ����&�� ����	�������
��� ��������	� ���	��


���
�	�
 �	� ��� 
��	����� �����	� �� ����
��� ��� ��
����� �!��
�	�� �	 �� ����
�
��� ��� ��
����� ������� ��
 �(����
�!�� �	 ��
��
��!� <�+���8 ���� �	������
���)���	��� �(���
��!� ����� �	
 �(����
�!�� ��� ��
�!��  	��� ������ �%�
 	��
�

�	
 �	 �� ������� %�
� �
��

0

5

10

15

20

25

30

35

20 40 60 80 100 120 140

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
 %

Résolution de la grille

Enveloppe convexe
Intégration de normales

Intégration avec normales théoriques
Marching Cubes

2�%0 <�+8 R1 7����	����� �&��������� ����	������� ��� ��'�	���� ��������	� ��	
��� ���
	�� �����(�	������

��� 0�	
�� <�+� �� <�++ �
�������� ��� �B�
���� 
��	����� �	
 ��� �"���
�� �� ���
��!&
�� �
�	���� #���
� 	�� )��, ��	� ��	%��� ����
%�
 �� ��� �����
������ ��
���
� �������	
�

5��������, �� 0�	
� <�+; �� ���	
� ���� ������� * �!��	� %�$�� �� �	 ��

������
* �(����
� �	 %�$�� � * �(�
� ������� �� �� �	
)���� ��
 ��0���� �� ����� ���	
�,
������� ��� ����
�� ���
� � ��

�
��

 �� 
��	����� ��� ��� �
������ ���� �����4�""� �� �"0 C�����D�

� 8@< �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

0

5

10

15

20

25

20 40 60 80 100 120 140

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
 %

Résolution de la grille

Enveloppe convexe
Marching Cubes

Intégration de normales

2�%0 <�+� R1 7����	����� �&��������� ����	������� ��� ��'�	���� ��������	� ��	
��� �&����	�� �����(�	������

0

5

10

15

20

25

30

35

0 20 40 60 80 100 120 140

E
rr

eu
r 

re
la

tiv
e 

en
 %

Résolution de la grille

Marching Cubes
Intégration de normales

2�%0 <�++ R1 7����	����� �&��������� ����	������� ��� ��'�	���� ��������	� ��	
��� ����(���
	�� �	����� �����(�	������

� 8@= �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

�� �� ��

�

�
�

2�%0 <�+; R1 :�����	���� �� � �������� ���� 	��	������� �����	� �� ����� ����� �
! ���	� ������ �� � ��	��� 5 ��� ���
	� ����	
��� ��� ��	 �� ���� �� ��� ��	 �� ����
����� ���	���

-8)8'8) ������� �� ��� �=��� 4#� �� �=# �� �=��� ���<#�� � ���+��

�	
 �� ���� �!��
�	�, ��	� �%��� �
����� 	� ����
�!�� ������ �� ����� �� �	 �
�� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	� ��	
 �(�������� �� �(�
� �(	�� �	
)���
���
&���

'��� �� ��
�� �$��
�������, ��	� �%��� �
������ ��� �
���
� 
��	����� �(	�
�������	
 �	 �� ���� �	�� �	
 �(����
���� �� ��
����� ���
&��� ��� �	 �� ��
�

������ ��� �$�������� * �(����
�!�� �������

/�� ��
�����%� ���
����� �� �� �
�%�� ��� �(������������, ���� 	�� ������
)�
�� �� �����, �� �(����
�!�� ������ ��� �	� �(�	�
�� ����
�!��� �
������ ����
�� ����
��	
��

)�) ���� ���� �2� !��� ��������

����� -�	�#�	� 
�$������� ���+�����#�	�

'��� 	� �
���
 �����, ��	� �
�������� ��� ��0����� �� �
��
���� �� �� ��	
�	
�
	�	���� ���� 	� ������ �	������ .�	� %�

��� ��
 �� �	�� ������� ������
 ���
��0����� ���� �� ���&�� ���
���

�	������� 	�� ��	
�� ����, �	 ���� "� �� ���� 	� ������ �� ������� ,
��
����
�� ��
 ��� ������� �	
%���� 1

� � �
� �� � �

�� ����

�� ��	
�	
�, ����� ,���, �� 	� ���� � �� � ��� 	� �����
� �	 ���	
� �� ��%����
�� �� ��	
�� ��
 
����
� �	 %����	
 �������� O���� ������ 	�� ��
����
�����
�	
%���� �� �� ��	
��, ��	� �%��� 1

,��� �

////������
//// C<�+D

 � �����
� ��� ��� �%������ ��	-�	
� ����)�  ��������, ��	
 ��� ��	
���
������, �(����*��
� ��	
 � � �
� �� � �� , ��	� ��	%��� ����
 ����� %���	
 ��� ���

� 8@> �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

��0�
 �� ���	��	� ����	���� ����� ,� �� ������ ��
 1

�#�

��
� ,� #�

�%�� #���� �� %����	
 ������� * � �� � �� #� ��� �	� �#�� #�� ��� 	�� ���� �
�!���
����

�� ��	
�	
� �����
�	� ��	� ���� J�
� ����%�, �����%� �	 �	��� �� ��
��� ��
��
����
��
 �� �����%�� �	 �� ���%�$�� ������ �� ��

.�	� �%��� 	�� ��0���� ��	%������ �� �� ��	
�	
� 1 � ��	� ������
��� F���
�(����� �
���� ���
� �� %����	
 ������� #���� �� 	�� �
��� 0$�, ��	� �%��� 1

,���� �
�F

��
C<�;D

.�	� �%��� 	�� �
��&�� ��0���� ������ ��
 1

,��� �
�

@���
C<�<D

�P @��� ��� ��0� ����� ����� �� 
�"�� �	 ��
��� �	 ������
�	����� �(�-	��� �	
��	$ * �� ��	
�� �� �� :� ��
�� ���
� �� ��	��� ��������	�

��� �%�������, ��� �
�� ��
�	
�� �� �� ��	
�	
� ���� ���������� ��	%��
������� #� �B��, �� ��
��� ���	����	
 �� ��0�� * ��
�
 �� �� ��
%�� ������� ��
�� ��	
��� .�	� �
�������� ��� �B�
����� ���
��!�� �	��	� ���� �� ��� ���
��,
�!��	�� �(���
������� %� ������
�
 	�� ������ �(�������	
� ���
��� �� ��	
�	
��

 �����
��� ��������� 	�� �	
)��� ��
����
�� ���� �� ���� �� ������ ��
 1

� � � � ��
��� �� � ���� ��

�%�� � 	� �	%�
� �� �� �

��	
 ��0�
 	�� ��	
�	
� �� ��	� ���� �� ����� �	
)���, ��	� ��%��� ��
��	
�
	� 
��&
� �� ��	� ���� �� ������� 1 ���$ � ��� �� 	� ���� �� �� �	
)���, ��	� �����
��
��� �� 
��&
� �� 2����� ��� ��0� ��
 �� ��
���� #� �� 	� %����	
 #� ����
������
�	 ���� ������� * �� �	
)��� �� $ C%�
 0�	
� <�+<D� '��� �� 
��&
� �
�!���
��, ��	�
������
��� ��	$ ��	
��� ����� �� ����� �	
 �� �	
)��� ������	�� ���� ��	$ ����� ��

�� �� �
�!�����	$ ��, ��������� �� ��
���� �� $ C�) 0�	
� <�+<D� .�	� ��	%���
��0�
 �� ���	��	� ��&���� > �� $ �� )������ ��� ��	
�	
�� ,��$� �� ,��$� ���
��	
��� �� �� �� 1

>�$� �
,��$� � ,��$�

�

� ��������� ��	� �
����� �� C
���� ��D ����� ����� �� ��	
�� �� ��	
�	
�
��$���� ,�� C
���� ��	
�	
� ������ ,��
D ���� ��	��� ��� �
������ �	 
��&
�
�� 2������ .�	� ��	%��� �����
 �� ��0���� �� �� ���	��	� ��������� G �� ��
�	
)��� �	 ���� $ 1

G�$� � ,���$�,��
�$�

�� ����������� �� ��� ��	$ ��	
�	
�� ��	� ��
��� �� ��
����
��
 ��	��� ���
���0�	
����� ������� �� �� �	
)��� C�) ������	 <�� �� 0�	
� <�+=D�

.�	� ��	%��� 
���
�	�
 �	� �� ����	� �� �� ��	
�	
� ��	������ ���, �� ��
���
�� ������$��, ���	��	� ��	� �M��� * ����
� �� ����� �	� �� ��	
�	
� ��"����
�	 ����0�� �� �� �
��
��� �(�%�
���� �	���	� ��� ��� �
������ �	 
��&
� ��
2������

� 8@9 �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

��

����

��

��

2�%0 <�+< R1 K������ �� ���� �	������� ��� �� ��� ! ��� ��	��� ��� ���	 ��	���
�	������ 	�������� �� �� 	��
	� �� 2����� � #��#��#�� ���� ��"���

G � 
 G 5 
 C������	�D G  
 C!"��
����	�D
> � 
 ���� �����
��� �	
)��� ������
> 5 
 �"���
� �����%� %����� ��� �����%�
>  
 �"���
� ���%�$� �� ��� ���%�$�

.��0 <�� R1 7	���	������ ����� ��� ��	���� �� �������� ��� ���	��	�� ��&����
�� ����������

� 8@@ �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

plan

pic vallée

cylindre concave

cylindre convexe

surface minimale

col convexe col concave

2�%0 <�+= R1 7	���	������ ����� ��� ��	���� �� �������� ��� ���	��	�� ��&�����
�� �����������

� ��� �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

����� &������	 
	 �����	� 
�����	�

.�	� ��	� ���
������ ���� �� ��
��
��!� �	 ����	� �� �� ��	
�	
� �� ��	� ����
�(	�� ��	
�� ���
&�� �' �	 +'�  ���� ���	
� �	������� ��� 	�� �)�
����� �
&�
���
����� 0�	
��� ���� �� ������	� ������� * 	� �����	
 ���
���

��� �B�
���� �������	
� �	� ��	� �
������� ��

��������� �������������� �	$
�
�%�	$ �
������� ���� �����4�""� �� �"0 C���8�D ��� �	� ���� �����4�""�
�� �"0 C���8�D�

-8-8%8! K�#� �� �=#��

'��� ����� ��	�� �����
��!�	�, ��	� 
��
����� �(����"�� �� 9�����% �� ����"*
#��� C8@@+D �� �-�	���� ��� ��
��
� �
�%�	$ ���� �� ������� '��� �� �	 �	�, ���
�������	
� �
������ ��

��������� ��	� * ��� ��	
�	
�� �����
�	�� C���� ������D�
�� ���� ��	� ��
)�� J�
� �-�	�� �� ������
������� ��
 	�� ����"�� �� �����%�� �	
���%�$�� ������ �� �� ��	
�� �� 	� ���� ������

���, ��� ��	����� C<�+D, C<�;D �� C<�<D ��� 
������%����� ��
��	� ��� ������
��	
� ����� �	
 1

8� 	� ����	� �� ��
%�� ������� �� �� ��	
�� ���
&�� E

�� 	� ����	� �� �������� �	� 	� �
�����	� �� ����	� �� %�
���� �(����� ���
��������� E

+� �(�������� �	 �� 
������������ �	 ��
��� ���	����	
�

/�� ��� �
��&
�� ���	���� ��	
 �(�������� �� ��	
�	
� �� 	� ���� �� �(	��
��	
�� ���
&�� �� ���� �	
 �� )�
�	�� �	%���� C%�
 � ������ �� )���������
8@@8D 1

,����� �
��������� �������

	������	� 	������	
 ���� �������� �� �� ��	
�	
� ��� ������� ���	��	� ��	������ ���	�	� � C%�


0�	
� <�+>D� '��� ����� ���
��!�, �� ��
��&�
� $ 
��
������ 	� ����
��� ���
�
�
����� �� ������ �	 ����	��

θ
Pi−m

Pi

Pi+m

2�%0 <�+> R1 K������ �� ����� �� ���	��	� ��	������ ���	�	� $ ���	 $ � ��

#� �� ������ �	
 �� )�
�	�� C<�;D, 9�����% �� ����"#��� C8@@+D �
�������
�(�������	
 �	%��� 1

,����� �
(���� � ��8

�3�
�
�P 1

(���� � ��
���2�����%����$�� ��

� ��8 �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

�� ��8 	� 0��
� K�	���� ��
%��) �(���
� �"�� '�
 ���� ���
��!� ������� * �����
 	�� �������� * �� ��	
�� �� �� �
I�� * 	�� ���!�

��	� ��� ����
�� ��

�� �	
 ��� ����� ����� 3 3 3 ����� C���� 
���2�����% ���� ��
)�
�	��D� #��	��, �� )������ (���� ��

������ * �(����� ���
� ����� �������� ������
�	 ���� �� �� 	�� �
��� �	������	� C� �(�$� �D� 5��������, 	�� ���%��	��� ��
����� )������ �%�� 	� 0��
� K�	���� ��
%��) ��
��� �(�����
 �� ��
%�� �� (� ��
)����	
 �� 
��	��
����� �3�
� ��

������ * �� ������� ��"���� ���
� ��	$ �$���
�� �
��� �	
 	�� ���
�	��� ������
� �� �
�����

��
 �� �	��, ,��"��# C8@@=�,�D 
������� �(�������� �	$ ����
�� ��

�� ��
�� �������� ��
 �� �������� ���
&�� ����	��� �	 ���� ��, �� )�
�	�� �� �(�������	


���� ��!������ '(	� ���� �� %	� ����
�!��	�, �(��������� �� 2��� �� ��
.��%�� C8@@@D ��
��� 	�� �������� �� �� ��	
�	
� �� ��	� ���� �� �� ��	
�� ��
����� ������, �(����*��
� ��� ��	
 	�� ��	
�� ��  �$����

'��� 	�� ���
��!� ����� �	
 �(�������� �� ��
���� ���	����	
�, 9�����% ��
����"#��� C8@@+D �
������� �� )�
�	�� ����
��� �	%���� 1

,����� �
�

	�����

�%��
���� 	�� � 1��2�����%����$�

#� �(�	�
�� ��
���, 	�� �������� �	 ����
� �� �� �	 
�"�� 	� �	 ��
��� ���	���
��	
 ��� ����	��� ��
 ����
�� ��

�� C�
�����	� ���� 1��2�����%D �	
 	�� )��J�
�
�� $ �$��� �� �� %���	
 �� �� ��	
�	
� ��� ������ ��
 �(�%�
�� �	 
�"�� ������

5��������, 9�����% �� ����"#��� C8@@+D �
������� �	�� 	� �������	
 ����
�	
 �� ����	� �� �� ��
%�� ������� �� �� ��	
�� ���
&��� 7�� ����
��� ��������� �	�
�(�

�	
 ������
�� ��
 �(�������� �� �� ��
%�� �(�
�
� ��	$ ��� ����4 ���
������

'��� �� �	 �	�, ��	� ������ ��	� ���
����
 ���� 	� �
���
 ����� * 	�� ��0�
���� �	
����� ���
&�� �� �� ��	
�	
� ����� �	
 �(�������� �	 �� 
������������
�� ��
��� ���	����	
 ���
��� #� �(�	�
�� ��
���, �� �� �J�� ���&
� �	� ,��"��#
� 
����	 �� 
���2�����% �� ���
��, ��	� ��	!����� 
���	�
� �(1��2�����% �� ���
�
��� #��	��, ��	� �
�������� 	� �������	
 �� ��	
�	
� ���� �	
 �� ����� ��
��	
�	
� ��
������ ��� �%�� �(��
��	���� �(��-��� ���
��� �	� ��	� �������� ���
����(�������� ����	
��� �� 	� ����� ��	
 �� ��
��
 �������	
, ��	� �
��������
	�� �
�	%� �� ���%�
����� ��"������	� �� �� ���	
��

-8-8%8% ��� 4#� �� �� ������ �����#���� � �����

.�	� ��	� ���
������ * �� 
����	��� �	 �
���&�� 1��2�����% �� 9�����% ��
����"#���� ��	
 ����, ��	� ������ 	����
 �(����"�� )��� �	 �!���
� +�

�� �
��&
� ���	��� �	� ��	� �
�������� ��

������ * 	�� �������� �	 ��
���
���	����	
 �
&� 
���� ����� �	
 �(����"�� ��� ��
������ ���
&��� �������� �	$ ��
����
���
��� C%�
 ��
��
��!� +�+��D� .�	� �
������� ��� �
��&
�� ���� �	
 	� ������
��	
 ���� �	
 �� 
������������ �� ��
��� ���
���

���
����� �(����"�� �	 ��
��
��!� +�+��� �� ��
��� ���
�� �
�!����	� �� ����
�
�
� 
� �� �� 
�"�� ; ��	��J�
� �����
	� ��
 �� )�����	 �� ��
������ 1

")#
)$
� �

�!
��� � �,�� ,� � �&�

�
� � ;� ,

 � , � ;

� ��� �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

� ��	� ������
��� 	�� !�	��	
 %, ��� ��
���� �
�!����	�� ���� �� �
��&
�
��
����� � 	�� !�	��	
 % ��� 	� 
�"�� ����
 ����
� ���
� 	�
� �� 	��� ������ ��
 1

	�
� �
�
�% � �&��� � �&�


C<�=D

	��� �


�% � �&��� � �&�

�
C<�>D

 �� �������� ��

������ �	 ����
 �� ��
������ �� !�	��	
 % C%�
 0�	
� <�+9D�

l

���� ����

2�%0 <�+9 R1 :�����	���� �� � �	���
	� �	���� ��� ��	���� 	����������� �� �����
�� ���������� ��� ��	���� �� �����	 %�

���, �(�������	
 ���� �	
 �� ��
��� ���	����	
 �	� ��	� �
������� 	����
�(������� �	%���� �%�� �� �����	 1 ������
��� �� �������� �� 	� ���� �(	� ��
���
�� 
�"�� 	 ������	 ���� �(�����	 	 � �&� �� 	 � �&��  � ������� � 	�� ����	�	

��������� �� ��	� ���� �	 ��
��� �� 
�"�� 	 C%�
 0�	
� <�+@D� .�	� ��
���� ��
�(!"���!&�� �	� �� ���
������� �� �� ������� ��

������ * 	�� �������� ���
&��
�(	� ��
��� �
�!����	� �� 
�"�� 	 C�(�����	 	 � �&�, 	 � �&� ��0������ �� ��
���
�
�!����	�D�

.�	� �������� ���� �(!"���!&�� �	� ��� ����	�	
� ��� ��������� ���
&��� �� ��	�
���� �(	� ��
��� �
�!����	� ���� ����������� �J�� � ����� !"���!&�� �(��� ���
%
�� ���� �� ��� ����
��, ��	� ����
��� �	� �� %�
���� �� ����	�	
 ��� ���������
�� ��
�	
�� ��� �(�������	
 �� ��	
�	
� ��	
 ��� 
�"��� 
�����������

rr+1/2 r−1/2

2�%0 <�+@ R1 L������ �� ������ ��������� �	��&�� 	��&��� � ������� � ��	��� ��
	&�� 	 ��� ��� ���� �� � ������� ����	
�� �� �� ����� ���� ��	��� 	�����������

� ��	� ������
��� �� �������� ���
&�� �	 ���� �	� 
� �(	� ��
��� �� 
�"�� 	,
������� ��

������ �$�������� * 	� ������� %�
���� ���� �� ����	�	
 ��� �� ��	��� ��
�� !�	��	
 �� �� �
��&
� ��
������ ���, ��	� �(!"���!&�� ������	�, ��	� ��	%���
������
 * �!��	� ��������	�	
 % �� �������� ���
&�� 	�� �������� ��� ��
����
���	����	
� ���
��� ������ ��
 ��� )�
�	��� C<�=D �� C<�>D�

� ��+ �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

5��������, * ��
�
 �� 	�
� �� �� 	���, ��	� ������� �� ��	
�	
� �	 ���� ��
����� ����� �(�%�
�� �	 
�"�� ��"�� 1

,����� �
�

	�
� � 	���
C<�9D

�(����
�!�� �< �
������ �(�������	
 ��������

1�3�� �54� %-  ���	� �� ��	
�	
� ��
 �������� �� ��
���� ���	����	
� ���
���
��������5����"�����:.;

Z. ��� �
� ����� �	��&��[
��  ���	� ��� ��������� ���
&��� �%�� �(����
�!�� �� 2��� �� �� .��%�� C8@@@D
�� /��� ���� �$�� �� �� . <# ��
�� ��� % �� ��������	�	
 �� �� �������� �� ��
�� ��� 	�
� �

�
�% � �&��� � �&�


�� ��� 	��� �



�% � �&��� � �&�

�
�� ,����� � �

	���	���

�� 7� �� /���

�	
 �� ���� ����
�!��	�, ��	� ��	%��� 
���
�	�
 �	� �(����
�!�� �< �(�B���	�
�� ��� �	��	� ��� ��������� ���
&��� ���� ����	���� �� ����� ������ C2��� ��
�� .��%��, 8@@@D� .�	� �������� ���� 	�� �������� �� �� ��	
�	
� �
&� 
���� ��
�����
	�� 	��	����� * ��
�
 �� 
�"��� ����
� �� ��
���� ���	����	
�� .����� �	�
�� %���	
 �� �� ��	
�	
� ����	��� ���, ��
 �� �	��, ����� �� ����"���� �� ���%�$�� �	
�����%�� ������ �� �� ��	
�� ���
&�� �
I�� �	$ ��
��&�
�� ��� ��������� ��� �����
��-������ * ���

�� 0�	
� <�;� �
������ 	�� �
��&
� �����
���� ���
� ��� �������	
 �� ���	
�
����� ��
 ,��"��# C8@@=�D �	
 	� ��
��� �� 
�"�� ;�� .�	� ��	%��� 
���
�	�

�	�, ���� ��
��	���� �� ��
��&�
� ' ��	-�	
� �M��� * �!��
 �� )������ �� ��
������, ��	� �%��� 	�� �����	
� �������� �� �� ��	
�	
� �� ��	� ����� '� ��	�,
��	� ������ �	� �(!"���!&�� �� �
�%�� �	� ��	� �%��� )���, ����� ���	���� �� ����	�	

��� ��������� ���
&��� �� ��	� ���� �(	� ��
��� �
�!����	� ��� ���������, 
����
%���� �	 %	� ��� 
��	����� 1 �� %�
���� �� ����	�	
 % ��
��� �(�%�
 �� ��� 
��	����
�	
 �(���������

'� ��	�, �(�"��� ��� �� �
�����	� �� ������ ���� �� ���	
 �J�� �� �(����
�!��,
��	� �%��� �� �
&� ������ ����������� ��� ����� �� )�
�� ��	
�	
� �	
 ��� ��	
���
��� �
	���� C%�
 0�	
� <�;8D� '��� �� ��� �� ��	
��� �
	����, ��	� ��	%��� 	����

��� �
�����	� �� 0��
��� �� ������
������� ��� ��	$�� ���� ������� �� �� ���!����

'	 ���� �� %	� �� �� ���%�
����� ��"������	�, ��� �������	
 �(��� ��� �	
��	� ������� #� �B��, ��	� ��	%��� 
���
�	�
 �	� ��	
 ��� ����	�	
� % �
��������,
�(���
��	�� �	
 �� 
�"�� �
�W� C�� ����
 �� �� �
��&
� ��
����� ��� �� ��	� �� ��	�
����D� ���, ��� �������	
 ��
��� 	�� �������� �� �� ��	
�	
� �
&� 
����, ����4
�M���� �	
 ��� ��-��� �� ����� 
��������� �� ���� �	�	� ��
��&�
��

�0� �(�%�
 ��� ��	� 	� �
�����	� �(�������� �� ��
��� ���	����	
 ��� 	�
�
�����	� �� 
������������, ��	� ��	%��� ��%����
 �(	������� ��� �B�
���� �����

�!��� �	 �!���
� +� �(����
�!�� �= �
������ 	�� ���	��� �
���� �	 �
���&�� �	
����	� �� ��	
�	
� ��
 
������������ �� ��
���� ���	����	
��  �� ����
�!�� 
�����
�	
 �� ��0���� �	%���� 1

��7� � �� -8) 9������ �����#���� � �����: C��� ������ ��� ���	�� ����	
�� .
�� �� ����� �� �� .� 2� ��	��� ��������	 ����	�� ! . �� �� ��� �� ���� �	�� ��	���
�� ��	��� ����	�� ����� ��� �������� �� 	�����H�	�� ����	� �� ���

� ��; �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

0.05

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

C
ou

rb
ur

e

Abscisse curviligne

Algorithme de Vialard
Estimateur avec cercles osculateurs

Courbure théorique

2�%0 <�;� R1 7���	���� ���	� �� �	��� �� ���	��	� �� ,��"��# �0NN/� ����
' � �� �� ����������� �� �����	����� +O ��	 �� ��	��� ����	�� �� 	&�� -A�

��

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0 50 100 150 200 250

C
ou

rb
ur

e

Abscisse curviligne

Estimation avec cercles osculateurs
Algorithme de Vialard

��

2�%0 <�;8 R1 7���	���� ���	� �� �	��� �� ���	��	� �� ,��"��# �0NN/� ����
' � �� �� ����������� �� �����	����� +O ��	 �� �		� �������

� ��< �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

 ���� ��0���� ��� ����
� * ����� �� �� �������� ���
&�� �
������ ��
 ,��*
"��#�

1�3�� �54� %F  ���	� �� ��	
�	
� ��
 
������������ �� ��
���� ���	����	
� ���
���
��������5��������������5����"�����:.;

Z. ��� �
� ����� �	��&��[
�� /��� ���� �$�� �� �� . <# ��
�� �������W�
� �� ��	� �
��� �
� �� ��
��� ����
� �� ��
��  ���	��
, ��
 �$�����, �� ��
��� ���� 	�� �%�� �� ��
"����
� �	 ���"���� ���


��	���� �� �� 
������������
�� ,����� � �

	�

�� 7� �� /���

'��� ��� 
��	����� �� ����������� ��� 0�	
�� +�8< �� +�8=, ��	� ��	%��� ����
%�

�	� �� �	���� �� ���������� �	 ����
� �!��
�	� �	 ��
��� ��� �� �(�
�
� �	 �$���
���, ��� �
���
� 
��	����� ������� �����
 	� �
&� ��� �����
������ �� �� �"��
�(�������	
 �� ��	
�	
��

/� ����%����� ��-�	
 �� ��� ����
�!�� 
���� �� ������$��� #� �B��, ��	�
�%��� %	 ���� �� �!���
� + �	� �� 
������������ �� �� ����������� �� �
�� �� ��
����
���
��� �(	�� ��	
�� ���
&�� ��  ����� ��� 	�� ������$�� �� ���!�%
����� :
,
	�� ������������ �
���� �� �(����
�!�� �= ��	� ����� * �����	�
 	� ��� ����	� ��
��	� ���� �� �� ��	
�� �� �	 ��	� �����
�� 	� ��Q� �	 �
� ��� �� ���!�%
�����

/�� ��
�����%� �� ����� ���
��!� ��
�� �(����"��
 �� �����
������ �	 ���"����
��� ���	���� �	 ��
��� ���	����	
 ���
�� ��
��	� ��	� ������� �(	� ���� �� �	 ����
�	%��� �� �� ��	
���

-8-8%8' ��� 4#� �� �� ����"��� #0�� ���0��3���� #��4/��� *��

'��� �� ��
��
��!�, ��	� �
�������� 	� �������	
 �� ��	
�	
� �	 � �� �
��
��� ��
���%�
����� ��"������	��  �� �������	
 
����� �	
 	�� �$������ �� �� ���	��	�
��	������ ���	�	� $ C%�
 ��
��
��!� <�<���8 �� � ������ ��)��������� 8@@8D
�%�� ��� �	��� �� �� ������
� ���
&���

�(��� �
������ ��� �� �����
	
�, �� 	� ���� �� �� �� ��	
��, �� ��	� ����
������� �� �
��� ���
&�� * �
��� �� �� C
������%����� * ��	�!� �� ��D, �� �$��
�$�
���� �� �� ������� ��� ���� �� C
������%����� �9D�  �� ��	$ �������� ���

��� ������� 
������%����� ��4 ;�#�3���� � ���+�� G ��� �� �� ��4 ;�#�3����
� ���+�� G 3#��5� * �� ��	
�� �� ��� ���, �(�������� �� �� ��	
�	
� �	 ���� ��
�� �� ��	
�� ��� ������ ��
 �(�%�
�� �	 
�"�� �	 ��
��� ������� ��
 ��� ����� ��,
�� �� �9�

�(�������� �� �� ��	
�	
� �� 
��&�� ���� �	 ����	� �	 
�"�� �	 ��
��� �
�����
�
� �	 �
����� ��9� ��� �9�� /�� ��� ����� ��	
 ���������
 �� ����	� �� ���� �	

�(���
������ ��� �����
��� �� ��9��� �� �� ������� .�	� �
�������� ��������� 	��
)�
�	�� �
���� ��
������� �(�����
 �
&� ��������� �� 
�"�� ;� �	 ��
��� �
�����
�
� * 	� �
����� ����� ��
 ��� ����	�	
� �, � �� � �� �!��	��� ��� �
J��� C$�����
�� ����(��, 8@@9D�

.�	� ����	���� ��	� �(���
� �(�
� �	 �
����� ������ ��
 1

� �

!
��� ��� � ��!�� � ��� ���

�

� ��= �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

��

��

��

2�%0 <�;� R1 :�����	���� �� ����������	 �� ���	��	� ��� ��	 ��� ����(�������� !
����� �� ! �	���� �� ���

�	� ��	� �%��� �� )�
�	�� �
���� 1

;� �
���

��
'��� ���
� ���������, ��	� ��� ��� ������
��, �	 ��

��������� * ��� ����

��������� ���
&��� ������
�� ��
 �$�����, ���� ����	
�� ��
 	� ����� ���� ��
�	���� �� � C�, � �� � ����� ��� �	�� ��
 �����
	���� ��� �������������D�  � ���
��
��	��
 ��	� ��
��� �� ��0�
 	�� ��	
�	
� �	��� �	 ���� ���

�(����
�!�� �> �
������ �(������������ �
&� ����� �� ��� �������	
 �� ��	
�
�	
�� �� ����	� ��� ������������� ���
&��� �(�B���	� �
I�� �	$ �B�
���� �����

�!��� �
������� ���� �� �!���
� �� .�	� ��	%��� �	�� ���������
 ���� ��� �����

�!�� �� ����	� �	 ���� �� ;� �%�� 	�� ����� �$�
����� �	 ���� �	 ����
�����
��� %����	
�

����
���� ��

���
���9�

� ��������� ��	� 
���
���� �� ��Q� �� ��� ����
�!��, ��	� %�"��� �	(	��
������������ �
���� ��	� ����� 	�� ������$�� �� ���� ��	
 �(���	����� ��
�!��	� �$�� ��
 �� %���	
 �� �� ��	
�	
� �� �� �����  ��������, ��	� ��	%���
�
���)�
��
 �(����
�!�� ������ �� ����	� ��� ��������� ���
&��� �� 2��� �� ��
.��%�� C8@@@D ��	
 �����
	
� �� ��� ��	��� ��� ������������� * ��	�!� �� *
�
��� �� ��	� �����

#� �B��, �(����
�!�� ���� �� 2��� �� �� .��%�� �(����� ��� �� �"���
�
�����&�� �� �� �������� ���� �� ����	� �� ����� ������ 1 � �(�-�	� �(	� ���� *
��	�!� )�� ��!�	�
 �� 
������������ �� ������� ���
��, �� �������� ��	� �����	�

* �
��� �	���� �	� �������, �� 
���
��	������ ��	
 �� ����	� ��� �������������
���
&��� * �
���, � �	M� �(�%����
, �&� �� ���	�, �� ���� ��	�!� �	 �������� .�	�
����	���� ��� �� ��� ��	��� ��� ������������� * �
���� #� �����	��� 	� �
��
����	� �"���
�	�, ��	� ��	%��� ����	��
 ��� ������������� * ��	�!� ���� �� �J��
������

��
 ������	���, �(����
�!�� �> ��� ������ �� ����� �	��	(� � 	�� ������$��
�� ���� .����� �	� ����� ���
��!� �� �������� �	�	� ��
��&�
� ��	
 ��� )����
����������

� ��> �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

1�3�� �54� %$  ���	� �� ��	
�	
� ��
 ������������� ���
&���
��������5#���*���%�����:.;

Z. ��� �
� ����� �	��&��[
�� /��� ���� �$�� �� �� . <# ��
��  ���	��
 �� ������������ ���
&�� * �
��� ������
��  ���	��
 �� ������������ ���
&�� * ��	�!� ��9���

�� ! � ���������
����
�����

���
���9�� Z������ �� �� ��
��#	�� �� ��
���	�� ������[

�� � � (��������(, � � (������9(, � � (�������9(,
�� � �

�
	���
����

�
���	���
�

�
�� � � � 
 #����
�� ,����� � 
 Z��� ����
��[
�� � ���

��� ;� � ���
��

��� ,����� � ! �
0�

��� 7� �� � 
��� 7� �� /���

#� ��	� �� �� 
��	���� ����
�!��	�, ��	� �%��� �� �!��
&�� �	%��� 1

�5���+4� -8!, 4��� � � ������ ��� ���	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	��� �����
�������� �&����
��� ������������ ����������	 �� ���	��	� ��� ��	 ��� ����(��������
����	
��� �����	�� �&��������������

�� �
�	%� ��� ������ ���� �(����$� C�!��
&�� ��;D�

#� �����	���, ��	� �%��� �
������ 	� �������	
 �� ��	
�	
� ���� �	
 �� �����
�� ������������ ���
&�� �� 	� ���� �(	�� ��	
�� �	 ��� ������ �� ����� �� �	
* �� �
��
��� �� ���%�
����� ��"������	��

'�� ����"��� �$��
�������� �
�����
�� ��� ��� �B���	��� ��	
 �%��	�
 ���
�������	
 ��� 	�� ����"�� �����
��%� �
���� �%�� ��� ����
�!��� �
������� ��
����	� ��� �� ��	
� �� ��%�����������

-8-8%8) ����"���� �� ����"�� � ���+��� '�

.�	� �
�������� � �	���	�� ���	���� �	 �
���&�� �	 ����	� �� ��	
�	
� �	
 ���
��	
��� ���
&��� �
�������������� '��� �� ����
��	
�, ��	� �(�%��� ��� �
�	%�
�(�������	
� �$������ ��	
 	� ��� ����	��  �� �(�$���	� ��
 �� )�� �	� ��	
�(���������� �$����� ���� �� �
���	�� ���������, 1������� C����D � ����
�
� �(	���� �(	�� ����� ���	
� ���� 	� �
�-�� �(����"�� �� 0�
�� �� ����
�

'��� �� �	 �	�, ��	� �
�������� ��� �������	
� �� ��	
�	
� �� ��	
��� ���
&���
+' ����� �	
 ��� ����
�!��� �< �� �>� ��
 �� �	��, ��	� �� ��
��
��� �	� �� ��	
�	
�
��� �����, ��� ������ �� ���%�$�� �	 �� �����%�� ������� �(�"��� ��� �� ���� ��
+'�

'��� �� ��� �� �(�������� �	 ��
��� ���	����	
 ����� �	
 �� ����	�	
 �� �� ����
����� ���
&�� C����
�!�� �<D, ��	� ��	%��� �����
� �
�������� ����� ���
��!�
�	 ��� +' �� ������
��� �� ����� �� �������� ���
&�� �� 	� ���� �(	�� ��	
��
���
&�� �=������$�� #� �B��, � ��	� 	������ ��� ����
�!��� �� 
������������ ��
�
���� +' %	� ���� �� ��
��
��!� ��+, ��	� ��	%��� ��0�
 �� ����� �� ��������
���
&�� +' ����� ����� �� ��	� ���� ������� �� �
���, ����
� �	 %�$�� ������
�
�	(� ��� ������� �� 
������W�
�� #��	��, 	�� )�� �� ��������	�	
 % ����	��� ��

� ��9 �



0 0 ����#���" � �#(��" ��"����"

����� ��������, ��	� ��	%��� 	����
 �� )�
�	�� C<�9D ��	
 �����
 �� ��	
�	
� �� ��
%�$���

'(	� ���� �� %	� ����
�!��	�, � ��� ������� �� 
���
� �� ����	� ������ ��
������ #� �B��, ������ ���	 �	 )�� �	� ��� �
���� ���
&��� +' �� �
�-������ �	

��� ����� �(�$� �� �� �
��� �	%��� ��� �
���� ���
&��� �', ��	� ��	%��� 	����
 ��
����	� ������ ��� ��������� �' ��	
 �����
	
� �� �������� +'� 7� �	M� ��	
 ����
�(�B���	�
 �� ����	� �� �������� �� ����� ������ ���� ��� �
�� ����� �� �
�-������
�� �� �
���, �	� �� ��0�
 �� �������� +' * ��
�
 ��� 
��	����� �' �����	� ���� ���
��	����

�� 0�	
� <�;+ �
������ 	� �$����� �� �
��!� �� ��	
�	
� ����	�� �%�� ��� ���
�����	
� '��� ��� �$�����, ��	� ��	%��� �����	�
 �	
 �� �
��!� 1 �� 4��� ��
��	
�	
� �
���	� ��������� �	 ��

������ * �(�
� �� ��
���, �� 4��� �� )�
�� ��	
�
�	
� �	 ��

������ * �� -������ ���
� �(�
� �� ��
��� �� �� ������� �� �
��� �� ��0�
	� �������� �� %�$��� * ��	
�	
� �
���	� �	��� �	 ��

������ �	 ��������

            

��
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0 10 20 30 40 50 60

C
ou

rb
ur

e

Abscisse curviligne

courbure

��

2�%0 <�;+ R1 K������ �� ����� �� ���	��	� ��	 ��� ���	�� ����	
�� 1� ��� ���
��������� �� ��	��� ��������	 5 ��� ���	�� ����	
�� +/(������� �������� ���� 	�
�� ��	��� �� ���� ������� �� �	���� ����	
�� 1�� ��� �	��� �� ���	��	� �������

.�	� ��	%��� �	�� �
������
 	�� �$������ �� �(����
�!�� ����� �	
 ��� ����
��������� C����
�!�� �>D� #� �B��, ��	
 ��� �J��� 
����� �	� �
����������, ��	�
��	%��� ��0�
 �� ����� �� ������������ ���
&�� +' �� 	� ���� �(	�� ��	
��
���
&�� �=������$�� '� ��	�, �� �	 ��� 
���
�	���� �%�� ��� )�
�	��� �� ����	� �	

�"�� ;� C%�
 ������	�D, �(��� �	� �� ��
��
 �� �������� �	� ��� �������� ���
� ���
������� �� ��� ��0� �	���	� ��� �� ������� �� �(������ ���� ���	�� �� �
�	%� ��
�
������ �	
 �� ���� ����
�!��	�, �� ����	� �� )�� �	�� �� ����� ������, �(����
*��
� �� ��� ��	
 	�� ��	
�� ���
&�� ��  %�$���, ��	
 ��� �J��� 
����� �	�
������	��

'� ��	�, �� �
�	%� �	 �!��
&�� <�8� ��� %���� �	���� �	� ��� �� ������� ��
�� ��	
�� �	������� ��	��-������ C%�
 ����$� ��D .�	� �%��� ���� �� �!��
&��
�	%��� 1

�5���+4� -8!! 4��� � � ������ ��� ���	��� .� ��� �� ! ���	��	� ��	��� �����
�������� �&����
��� ������������ ����������	 �� ���	��	� ��� ��	 ��� ����(��������
����	
��� �����	�� �&��������������

� ��@ �



�������� 0 ��"���" "�� ��" �#(��" ��"����"

#� �����	���, �(����
�!�� �9 ��� ������ �� ����� �� � �� �
��
��� �� ���%�
�
����� ��"������	��

1�3�� �54� %C  ���	� �� ��	
�	
� ��
 ������������� ���
&���
��������5#���*���%�����:.;

Z. ��� �
� ����� �	��&�� ()[
�� /��� ���� %�$�� �� �� . <# ��
��  ���	��
 �� ������������ ���
&�� +' * �
��� ���8��
��  ���	��
 �� ������������ ���
&�� +' * ��	�!� �89���

�� � � (�����8�(, � � (�����89(, � � (����8�89(,
�� � �

�
	���
����

�
���	���
�

�
�� � � � 
 #����
�� ,����� � 
 Z��� ����
��[
�� � ���
�� ;� � ���

��
��� ,����� � �

0�

��� 7� �� � 
��� 7� �� /���

����� &������	� 
	 ���)��	� 
�����	�

.�	� ��	� ���
������ ��������� �	$ �B�
����� ��	
�	
�� �	
 �	
)���� ���
&��� +'�
�	
 �� ���� �!��
�	�, ��� ���	
�� ���� ��� �������� ���
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�	���
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 �$����� . ����� �� 3���#�� 8@@�E )��%�
�� �"0 8@@;D� � ��	� 
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%���
��
������ ���� ����� ��
�� �� ��������
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�	
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 ����	��
 �� %���	
 �� �� ��	
�	
�
�' �� � ���� ��� ��	$ ��	��� �������� * �� �	
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