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2 Concepts, Notions et Notations
Utiles

"Un concept est une invention a laquelle rien ne corres-
pond exactement mais a laquelle nombre de choses res-
semblent.”

- Friedrich Nietzsche -
Posthumes

Ce chapitre est 'occasion de présenter un ensemble de concepts, notions
et notations qui seront utilisés tout au long de ce document. Les raisons sous-
jacentes a la rédaction d"un tel chapitre sont doubles : il constituera une base de
théorie nécessaire ultérieurement et son introduction préalable permettra une
approche plus directe et intuitive des développements proposés plus tard. De
plus, il nous semble utile et intéressant de regrouper I'ensemble de ces infor-
mations en une unique entité a laquelle on se référera facilement. Les notions
introduites ici sont relatives tout d’abord au concept de données catégorielles,
et enfin au Nouveau Critere de Condorcet.

2.1 Données Catégorielles

L’ensemble des terminologies et formalismes que nous utiliserons pour in-
troduire les données catégorielles proviennent de multiples références de la
littérature que nous ne manquerons pas d’évoquer. La forme de cette présen-
tation s’inspire quant a elle de [Hua97].

Afin d’assurer une plus grande clarté nous nous appuierons sur des exemples
basés sur un jeu de données décrivant un ensemble de 3 votes de motions dif-
férentes par 54 nations lors de sessions a 'O.N.U.(voir Tableau 2.1).

On définit (de maniere tautologique) les données catégorielles comme les
données décrivant des objets par 1'intermédiaire de caractéristiques catégo-
rielles. Les objets décrits par un ensemble de données catégorielles, sont nom-
més en conséquence objets catégoriels, ils correspondent a une version tres
simplifiée des objets symboliques définis dans [GD91]. Ces objets ne peuvent
posséder de caractéristiques numériques (quantitatives), si tel est le cas on doit
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Pays My Mo Ms Pays My Mo M3 Pays Mq Mo Ms
DOMI A A A PANA C A A FRAN C B C
POLA A A C VANE C A A SWED C B C
HUNG A A C PERU C A A NORW C B C
CZEC A A C CHIL C A A DENM C B C
YUGO A A C ARGE C A A USA C C A
BULG A A C GREE C A A UK C C A
ROMA A A C CYPR C A A NETH C C A
USSR A A C CANA C B A BELG C C A
UKRA A A C HOND C B A LUXE C C A
BYEL A A C ELS C B A URUG C D A
CUBA A D C NICA C B A EQUA C D B
ALBA A D C BRAZ C B A HAIT D A A
FINL B B C PARA C B A GUYA D A A
JAMA C A A IREL C B A BOLI D A A
TRIN C A A SPAIN C B A BARB D A B
MEXI C A A ITAL C B A COLU D B A
GUAT C A A ICEL C B A PORT D C B
COST C A A AUST C B B MALT D D A

TAB. 2.1 —: Votes a I'O.N.U. de 54 pays différents pour 3 motions différentes

s’astreindre a une phase de discrétisation de ces caractéristiques afin d"unifor-
miser la description de ces objets .

2.1.1 Domaines et Attributs Catégoriels

Dans 'ensemble de ce document, nous considérons qu'un jeu de données
est caractérisé par un ensemble de p variables notées V1,V5,...,V,, décrivant un
espace EV (EV = {V1,V5,...,V,,}). Nous notons Dom(V1),Dom(V2),...,Dom(V},)
les domaines respectifs des variables de EV'.

EXEMPLE: EV = {V},V5,V3} (V1, Vi, Vi correspondent respectivement aux va-
riables nommeées My, Mo et Ms).

Définition 1 Un domaine Dom(V;) = {vj1,...,vj1}, (k € N*) est défini comme
catégoriel s'il est fini, et non ordonné.

AinsiVa,b € Dom(V}) les seules relations pouvant exister entre a et b sont: a = b ou
a #b.

Vjj est en conséquence appelée variable catégorielle.

(concernant I'aspect non ordonné, il n’est pas nécessaire que I’aspect non ordonné soit
réel mais on ne tiendra pas compte ultérieurement de cet ordre s'il existe)

1. Notons qu'une perte d'information plus ou moins forte est associée a ce processus
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EXEMPLE : Dom(Vy) = {A,B,C,D},Dom(Va) = {A,B,C,D},Dom(V3) = {A,B,C}.

Définition 2 EV = {V1,...,V, } est un espace catégoriel si VV;, j € 1..p, V; est une
variable catégorielle.

Notons, que les domaines catégoriels sont définis par des ensembles de sin-
gletons ainsi des valeurs provenant de combinaisons ne sont pas autorisées a
contrario des travaux présentés dans [GD91].

Nous définissons un ensemble de valeurs additionelles spécifiques pour les
domaines des variables catégorielles. Cet ensemble de valeurs (noté E. = {¢;})
permet de représenter des cas particuliers comme ceux de la présence de va-
leurs manquantes (nous reviendrons ultérieurement sur les spécificités, I'inté-
rét et la signification de ces valeurs).

Afin de simplifier la présentation nous ne considérerons pas les relations
d’inclusions conceptuelles pouvant exister au sein de bases de données prove-
nant de la pratique contrairement aux travaux de Kodratoff et Tecuci [KT88].

2.1.2 Objets Catégoriels

Dans l’ensemble de ce document, nous considérons qu'un jeu de données
est également caractérisé par un ensemble O de n objets, ces objets sont notés
0; (O = {o1,...,0,}). Ainsi un jeu de données est caractérisé par les ensembles
EV ={V1,,,...,V,} et O = {o01,...,0n}.

Cette section est consacrée a 1'introduction des objets catégoriels, qui, comme
dans [GD91], sont représentés par une conjonction logique de paires attributs-
valeurs (Une paire attribut-valeur est dénommeée sélecteur dans [MS83].). L'ob-
jet catégoriel o; est ainsi décrit par la régle [Vi = o, | [V2 = 0i,] N ...[Vp = 03, ].

EXEMPLE: FRAN = [V} = C|(N[Va = B]N[V5 = C]

En conséquence, nous représenterons chaque objet o; € O par I'ensemble
de p valeurs {0;,,0;,,...,0;,} (chaque objet possede exactement p valeurs d’at-
tributs).

EXEMPLE: FRAN = [C,B,C].

REMARQUES:

— Si la valeur d"un attribut V; est non disponible pour un objet o;, on fixe
alors o;; = &g, e € E.. Afin de simplifier ce chapitre introductif, nous
considérerons en cas de valeur manquante pour un objet o; qu’il lui est
assigné la valeur ¢; dont le comportement est identique aux autres mo-
dalités de cet attribut.

- 0; = 0j si Vk,0;, = oj,. Cette derniere relation n'implique toutefois pas
que o; et oj représentent le méme objet du jeu de données, mais elle si-
gnifie qu’ils possedent les méme valeurs catégorielles pour les attributs
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Vi,Va,...,Vp.
EXEMPLE: "FRAN” # " DENM?” mais on a [C,B,C] = [C,B,C].

— Soient C' = {01,02,...,0, } un ensemble de n objets catégoriels au sein du-
quel p objets sont distincts, NV la cardinalité du produit cartésien
Dom(Vi) @ Dom(V2) ... ® Dom(V},). On a alors p < N, n peut quant a
lui étre inférieur, égal ou supérieur a IV, ce dernier cas impliquant obli-
gatoirement la présence de " doublons " dans C.

2.1.2.1 Similarités, Dissimilarités entre Objets Catégoriels

Nous définissons maintenant les notions de similarité et dissimilarité entre
objets catégoriels. Nous venons d’indiquer qu’une notion de similarité (ou de
dissimilarité) globale entre objets catégoriels existe : deux objets peuvent étre
similaires sans pour autant étre les mémes (cf. exemple précédent concernant
les objets FRAN et DENM). Cette similarité globale implique un ensemble de
similarités locales (au niveau de chaque variable), nous pouvons définir natu-
rellement deux fonctions dsim (04, ,0;) €t Odissim (0a,,0p; ) qui mesurent la simila-
rité de deux objets o,, et 0y, au niveau de la variable V;:

1sio, = op,
(5S’im(0aiaobi) = { O Si OZZ # O:L (2.1)
_J 0siog; = oy,
5dissim (Oamobi) - 1sio 7& o (22)
a; i

Ainsi, 85im (0a,,0p;) (r€SP. ddissim (0a;,0p;)) Vaut 1 si les objets o, et op, sont si-
milaires (resp. dissimilaires) au niveau de la variable V;.

REMARQUES:

— Les définitions de 0sim (0q,,06,) €t dgissim (0a,;,0p;) SONt telles que
5sim(0ai;0bi) =1- 5dissim(0a¢70bi)-

— Nous pourrions donc nous contenter de n’introduire qu'une seule de
ces deux fonctions étant donnée la relation les unissant. Toutefois les
développements futurs "cassant” cette relation, nous utiliserons tout au
long du document ces deux fonctions afin de rendre plus intelligibles ces
mémes développements ultérieurs.

Ces mesures peuvent étre étendues a 1'ensemble des variables de EV de
maniere a rendre compte du degré de similarité globale entre les deux objets:

P
sim(0q,0p) = Z(Ssim(oai,obi), 0 < sim(oq,0p) < p (2.3)
i=1
P
dissim(oq,0p) = Zédissim(oai,obi) 0 < dissim(0q,0p) < p (2.4)

=1
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Ainsi, plus sim(oq,0p) (resp. dissim(oq,05)) est proche de p plus o, et o
peuvent étre considérés comme similaires (resp.dissimilaires).

REMARQUES

— Les définitions de sim(og,,0p,) et dissim(oq,,0p,) sont telles que
$1m(0q;,00;) = p — dissim(oq;,0p, ).

— Nous pourrions donc nous contenter de n’introduire qu’une seule de
ces deux fonctions étant donnée la relation les unissant. Toutefois les
développements futurs "cassant” cette relation, nous utiliserons tout au
long du document ces deux fonctions afin de rendre plus intelligible ces
mémes développements ultérieurs.

2.1.3 Ensemble d’Objets Catégoriels

Nous introduisons maintenant un ensemble de notions relatives aux en-
sembles d’objets catégoriels.
Soit C' = {0g,0p,...,05,} un ensemble de h objets catégoriels (C' C O).

2.1.3.1 Mode d’'un Ensemble d’'Objets Catégoriels

Nous notons:
- ng, ; le nombre d’objets de C ayant la valeur vj; pour la variable V; €
EV
- fr(Vj = vjx|C) = ng,,;/card(C) la fréquence relative de la valeur vjj
pour V; au sein de ’ensemble d’objets C'.

Définition 3 [Hua97] Le mode d’un ensemble d’objet C' est I'objet virtuel mode®
(mode® = [modejc, J = 1..p]) tel que pour toute variable V; € EV la valeur d’attri-

but de mode® est, celle, la plus représentée pour cette variable au sein de la classe C:
Vj=1.pNo;, € C.f.(V; = mode]C|C) > fr(Vy = 04|C).

En clair, le mode d’un ensemble d’objet C' correspond au profil de cet en-
semble, a ’objet type de cet ensemble

REMARQUES: Cette définition implique que:

— le mode d"un ensemble d’objets n’est pas forcément unique
EXEMPLE: le mode de I'ensemble C = {BARB,COLU,PORT MALT} =
{{D,A,B}{D,B,A},{D,C,B},{D,D,A}} peut étre mode® = [D,A,A], ou
mode® = [D,B,A], ou bien mode® = [D,C,A], ou mode® = [D,D,A], ou
mode® = [D,A,B], ou bien mode® = [D,B,B], ou encore mode® = [D,C, B,
ou finalement mode® = [D,D,B.

— le mode d'un ensemble d’objets n’est pas forcément un élément de cet en-
semble, EXEMPLE : le modede C = {COLU,FRAN,US} = {|D,B,A],[C,B,C],|C,C,A]}
est [C,B,A].
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2.1.3.2 Similarités et Dissimilarités entre Ensembles d'Objets
Catégoriels

Tout comme nous 1’avons fait pour des couples d’objets catégoriels, nous
introduisons maintenant des fonctions permettant de rendre de compte du
degré de similarité ou de dissimilarité de deux ensembles d’objets catégoriels.

Afin de traduire le niveau de similarité (resp. dissimilarité) entre deux en-
sembles d’objets catégoriels, nous utiliserons la fonction Sim(C;,C;) (resp.
Dissim(C;,C;)) qui détermine le nombre de similarités (resp. dissimilarités)
entre deux ensembles d’objets différents C; et C; (C; # Cj ).

Sim(C;,Cj) = Z sim(04,0p) (2.5)

0q€C;,0,€C;
0< Sim(C;,Cj) < card(C;) x card(Cy) x p

Dissim(C;,C;) = Z dissim(0q,0p) (2.6)
0a€Cj,0,€C;
0 < Dissim(C;,C;) < card(C;) x card(Cj) x p

Ainsi, plus Sim(C;,C}) (resp. Dissim(C;,C})) est proche de card(C;) x card(Cj) x
p plus C; et C; peuvent étre considérés comme similaires (resp. dissimilaires).

2.1.3.3 Similarités et Dissimilarités au sein d'un Ensemble d'Objets
Catégoriels

Les notions de similarités (resp. dissimilarités) au sein d"un ensemble d’ob-
jets catégoriels correspondent au nombre de similarités (resp. dissimilarités)
entre objets d’'un ensemble C; et constituent une extension des définitions
préalablement établies pour les similarités et dissimilarités entre ensembles
d’objets catégoriels.

Sim(C;) = Z $im(0g4,0p), (2.7)
04 €C5,0p€C5,a<b
card(C;) x (card(Cy) — 1) x p

Dissim/(C;) = Z dissim(0q,0p) (2.8)
0q€C5,0p€C;,a<b
< card(C;) x (card(C;) — 1) x p

0 < Dissim(C;) 5

.. . .. card(C; card(C;)—1
Ainsi, plus Sim(C;) (resp. Dissim(C;)) est proche de (a)x( 5 (o) —L)xp

plus C; présente une forte homogénéité (resp. hétérogénéité) interne.
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2.1.3.4 Voisinage d’'une Partition d’un Ensemble d'Objets Catégoriels

Nous notons: P, = {C1,...,C;} une partition de O en z classes et P, une
partition de O en y classes.

Définition 4 Nous dirons qu’une partition P, appartient a Vois(Py,) le voisinage
d’une partition P}, ou encore 'ensemble des partitions voisines d’une partition Py, si:

— P, peut étre obtenue a partir de Py, par segmentation d'une classe C'; de Py, selon
une variable V; (processus équivalent a la segmentation des arbres de décision)

— P, peut étre obtenue a partir de Py, par fusion de deux classes de P},
- P,=P,
EXEMPLE : Soient O = {BARB,COLU,EQUA,MALT};
P, = {{COLUMALT}{BARB,EQUA}}.
Le voisinage de Py est alors constitué des partitions de O provenant de:

— la fusion de deux classes de P, il s’agit uniquement ici de la partition
Py = {BARB,COLU,EQUA,MALT};

— la segmentation d’une classe de Py selon une des variables catégorielles, il s’agit
ici des partitions :
Py = {{COLU}{MALT} {BARB,EQU A}} (segmentation de la classe
{COLU,MALTY} selon M>),
Py, = {{COLUMALT}{BARB}{EQUA}} (segmentation de la classe
{BARB,EQU A}} selon M, ou M>);

— Py elle méme.
Ainsi vois(Py) = {P,Ps,P3,Py}.

2.2 Le Nouveau Critere de Condorcet

Nous présentons maintenant une mesure particuliere pour 'évaluation de
la qualité d"une partition : le Nouveau Critere de Condorcet? (NCC) introduit
par Pierre Michaud. Le lecteur désirant une description de ce critére plus com-
plete que celle que nous proposons peut se référer aux travaux de Michaud
suivants [Mic82], [Mic83], [Mic85], [Mic87], [Mic97].

Dans le cadre de ces travaux, Michaud a proposé une nouvelle mesure de
'aspect naturel d"une partition:le NCC'. Cette mesure est dérivée de la théorie
de l'agrégation de votes, ce qui apparait plus clairement si ’on considere la
correspondance entre :

— une variable catégorielle définissant une partition sur un ensemble d’ob-
jets, et
- un juge donnant son opinion sur la ressemblance/similarité d’objets.

. Lenom de ce critére est motivé par l’existence d"un critére similaire dans le cadre de I'agrégation
de rangs, critere qui fut proposé par Condorcet en 1785
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EXEMPLE : Considérons, par exemple, 'ensemble d’objets O ainsi que la variable M,
(O ={DOMI1,COLUEQUA,MALTY). Cette variable définit la partition suivante
de O: {{DOMI}{MALT} {COLU,EQUA}}. On peut ainsi I'associer naturelle-
ment a un juge pour qui l'ensemble d’objets s’organiserait selon 3 groupes d’objets
similaires.

Les variables dans le cadre de la classification non supervisé (cns?), ou les
juges dans l'optique agrégation de votes, caractérisant les objets sont mul-
tiples. La recherche de la bonne classification s’apparente alors a un probleme
d’agrégation d’opinions des juges. Définir une méthode idéale pour 1'agréga-
tion des opinions peut étre impossible a réaliser, cependant divers auteurs, tel
K.J. Arrow [Arr63], ont axiomatisé les propriétés désirables pour une bonne
agrégation. Le NCC vérifie certaines de ces propriétés que nous ne détaillons
pas ici.

La mesure de I’aspect naturel d"une partition P, (Nous notons P, = {C,...,C.}
une partition de O en z classes) NCC(Py) est définie comme suit:

NCC(P,) = Z Szm(Cz,C’]) + i Dissim(C;) (2.9)

i=1..2,j=1..2,i<j i=1

0<NCC(P) <X

Card(Ci)xcard(Cj)Xp“‘Zf:l card(Ci)X(card(Ci)fl)Xp

i=1..2,j=1..2,i<j 2

Le critere NCC(P},) comptabilise donc le nombre de dissimilarités internes
a chacune des classes de la partition P}, ainsi que le nombre de similarités
entre classes de P. Ainsi, plus il est faible (proche de 0) plus cela signifie que
la partition présente un faible nombre de dissimilarités internes pour chacune
des classes et un faible nombre de similarités entre classes ; cela signifie donc
que plus la valeur du critere NCC est proche de 0 plus la partition apparait
comme naturelle et semblant traduire la structure interne des données.

. Par la suite, 'acronyme cns remplacera I'expression classification non supervisée d’une part
pour évoquer le processus de classification non supervisée et d’autre part pour évoquer le ré-
sultat de ce processus (i.e. une partition de 'ensemble des objets). Notons que cet acronyme est
invariablement utilisé pour rendre compte d’un ou plusieurs processus ou de un ou plusieurs
résultats de processus...



