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£,Q!V$LOg}l<TUQ�N$RUQSRfWYP$P<Xd]��KWYc�]ZLOV$RvQ�V�]dghWYb
Q�T�]ZQ1gvoSeC]M�KWYXZQ�LOVjc�lGQSRULO]dV e<QÂ�KWYXM��N<XZQ�Tfe<QSR}TUQSRaRUQ�g&®
l<X?WYVT�SQSR1Q�Vjc�TUQye<QSR!]dghWYb
QSR!P<TUL�§
Q�V�WYVjc�e<Q�gvLje$WYXd]dcUoSR�e�´qWV�SixN<]ZR�]dc�]ZLOVmeC]�¬&o�TUQ�VjcUQSRi
¢ £H¤¥ �� �_¤¥ 
TaWOeC]ZLOb�TaWYP��<]ZQSRkVjN<gvo�T�]ZixN$QSR©³©� åMQ�T�caWY]dV$QSR�cUQ����<V<]ZixN$QSR½�SLOgfgvQ�VT�SQ�Vjc�P�WYT�RUQ�b�gvQ�VjcUQ�T�XZQSR!]dghWYb
QSR
Q�c>TaWYg\æ�V$Q�VjctXZQ�P<TULOl<XMæ�gvQ\¡!N<V$Q�gf]ZRUQuQ�Vk�SLOT�TUQSR�PGLOV$e$WYVT�SQhe<Q&�KWYTaWV��cUo�T�]ZR�c�]ZixN$QSRtb
oSLOgvo�c�T�]ZixN$QSR��
åMQ�PGQ�V$e$WYVjc� +X«´�o�caWYPGQfe<QfRUQ�b�gvQ�VjcaWYc�]ZLOVnV�´�QSR�c{P�WOR>cULONO~�LON<TUR{TUoKWYXd]ZRaWYl<XZQvQ�c{QSRUc{RULON<TW�SQfe�´ ]dgfP<TUo���]�®
R�]ZLOV$R���£&´qWYN<c�TUQSR}cUQ����<V<]ZijN$QSR}P<TUL;��æSe<Q�VjcuRaWYV$R}RUQ�b�gvQ�VjcaWYc�]ZLOV Q�c����$Q�TW���$Q�Vjc�N<V$Qvc�TaWYV$R�¶�LOT�ghWYc�]ZLOV
T�]db�]Ze<Qke<Q1X«´ N<V$Q�e<QSRu]dghWYb
QSR�)c�TaWYV$RUX?WYc�]ZLOV$RvQ�c�TULOcaWYc�]ZLOV$R©³rPGQ�T�gvQ�c�caWYV^cve<Q1ghW.ªC]dgf]ZRUQ�TuN<V$Q1gvQ©®
R�N<TUQ�e<Q1RU]dgf]dX?WYT�]dcUo�R�caWYc�]ZRUc�]ZixN$Qk)]dV7¶�LOT�ghWYc�]ZLOV g}N<c�N$Q�XdXZQ3 .TaWYP<PGLOT�cfe<Qu�SLOT�TUo�X?WYc�]ZLOV�³fW�§
Q��1X«´qWYN<c�TUQ
]dghWYb
Q3�,µ�LON$R/V$LON$R/P<TULOPGL�RULOV$RMe�´�o�c�N$eC]ZQ�T0e�WYV$RG�SQ�c�cUQ�c��TæSRUQzN<VÂ�KWOeCTUQzP<XdN$R/b
o�V$o�TaWYXG]dVjcUo�b�TaWYVjc0e<QSR
c�TaWYV$R�¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R�o�X?WOR�c�]ZijN$QSRl)V$LOV<T�]db�]Ze<QSR`³.PGQ�T�gvQ�c�caWYVjc/e<Q0P<TUQ�V$eCTUQzQ�V\�SLOgfP<cUQBe<QSR\e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$R
]dT�TUo�b�N<Xd]Mæ�TUQSRfQ�Vjc�TUQhXZQSR}]dghWYb
QSR���åMQ"�KWOeCTUQ!gvQ�c�Q�Vy~�Q�N e<QSR}cUQ����<V<]ZixN$QSRue�´qWYV�WYX�ºCRUQ!e�´ ]dghWYb
QSR� "e<Q
c�TaWYV$R�¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$Rzb
oSLOgvo�c�T�]ZixN$QSR� $e<Q{gvQSR�N<TUQSRzR�caWYc�]ZRUc�]ZixN$QSRBQ�cze�´�LOP<c�]dgf]ZRaWYc�]ZLOVÃ¶�LOVT��c�]ZLOV<V$Q�XdXZQ3�
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¦ QzTUQ��KWYX?WYb
Q,QSRUc�N<V!P<TaLg�SQSRaR�N$R/]dgfPGLOT�caWYVjc�e$WYV$R/XZQzc�TaWY]dcUQ�gvQ�Vjc�e�´ ]dghWYb
QSRMN<c�]dXd]ZRUozPGLON<TMgvQ�c�c�TUQ
Q�V �SLOT�TUQSR�PGLOV$e$WYVT�SQ�e<Q�N7ª LON P<XdN$R�]ZQ�N<TUR1]dghWYb
QSR�P<T�]ZRUQSR½¡�e<QSR!]dV$R�caWYVjcaR�eC]�¬=o�TUQ�VjcUR��Jâ�V�b�TaWYV$e
V$LOg}l<TUQhe<QfcUQ����<V<]ZixN$QSR�W�o�cUove<o�§
Q�XZLOP<PGo!WYN �SLON<TURreCN�cUQ�gfP$RrQ�Vk¶ALOVT��c�]ZLOVne<QSRre<LOV<V$oSQSRrijN�´�LOV
W�§�WY]dcq¡vTUQ�P<TUoSRUQ�VjcUQ�T>Q�c�Q�VÃ¶ALOVT��c�]ZLOVpe<QSRzP<TULOl<XMæ�gvQSR{WYP<P�WYT�N$R��'*MQSRzcUQ����<V<]ZijN$QSR,LOVjc,o�cUo}o�c�N$eC]ZoSQSR
]dV$e<o�PGQ�V$e$WYgfghQ�Vjc�PGLON<T�e<QSR�WYP<P<Xd]M�KWYc�]ZLOV$R/eC]�¬=o�TUQ�VjcUQSR� e�SQ�ijN<]�W,e<LOV<V$o�V�WY]ZRUR�WYVT�SQC¡,N<Vfc�TWæSR`X?WYT�b
Q
e<LOghWY]dV$Qze<Q�TUQ����$Q�TW���$Q3�g£{WYV$R\X«´ ]dghWYb
Q�T�]ZQBgvoSeC]M�KWYXZQBg}N<Xdc�]dP<XZQzo�c�N$e<QSRq�§
LO]dT\P�WYT�Q©ª<Q�gfP<XZQ�XZQSR�o�c�WYcUR
e<Q{X«´qWYT�c�î �3¾   ��� ï�³0R�N<T�XZQSR�WYXdb
LOT�]dc��<gvQSR�e<Q>TUQ��KWYX?WYb
Qre<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ}W.¨$V�e�´�QSR�c�]dgvQ�TBXZQSRze<Q©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV
e<QSRzLOT�bxWYV$QSR� <X«´�o�§xLOXdN<c�]ZLOV�e<QSRBXZQSR�]ZLOV$RzLON�e<QSRBc�TaWY]dcUQ�gvQ�VjcUR,WYN7ª½�SLON<TURzeCNkcUQ�gfP$R��

à caWYVjcre<LOV<V$oSQSRre<Q�N7ª�]dghWYb
QSR
I
Q�c

J

I,J :Ω⊂Zn→R, n∈{2, 3} ³�XZQfl<N<cte<N�TUQ��KWYX?WYb
Q~�LONgf]ZRUQ>Q�V½�SLOT�TUQSRUPGLOV$e$WYVT�SQ�³0e<o©¶�LOTUghWYl<XZQ{QSR�c�e<QH�KWYXM��N<XZQ�T�N<Vu§xQ���cUQ�N<T�e<Q>e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc

U(x)
PGLON<T

����WOijN$QuPGLO]dVjc
x
e<QuX«´ ]dghWYb
Q

I
�=[ä����WOijN$QuPGLO]dVjc

x

x ∈ Zn ³© =LOT�]db�]dV$QveCNk§xQ���cUQ�N<T� +e<QuX«´ ]dghWYb
Q

TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQ
I
 ^XZQH§xQ���cUQ�N<TBe<Q{e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc_�KWYXM��N<XZo{P�WYT�TUQ��KWYX?WYb
Qte<o©¶ALOT�ghWYl<XZQrWORURUL;��]ZQ>N<VkPGLO]dVjc

x′

x′ ∈ Nn ³© "Q©ªCc�TUo�gf]dcUo1eCN{§xQ���cUQ�N<T� "e$WYV$R�X«´ ]dghWYb
Q�LOlC~�Q�c J   x′ = x + U(x)

� ¦ ´�Q�V$RUQ�g}l<XZQ�e<QSR
§xQ���cUQ�N<TUR�e<Q>e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc ¶�LOT�gvQ�V^c0XZQH����WYgfP�e<Q,e$o`¶ALOT�ghWYc�]ZLOV

U
�LON�����WYgfPke<Q>e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc`³��

¦ QÃ����WYgfP$R!e<Q�e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV LOP<c�]dghWYX
Ũ
QSR�chLOl<cUQ�VjNmWYP<TWæSRvN<V P$TUL;��QSRaR�N$Rhe�´�LOP<c�]dgf]ZRaWYc�]ZLOV )XZQ

P<XdN$R{RaLON�§
Q�Vjc>]dX`R�´qWYb�]dc{e�´ N<V$Qugf]dV<]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�³>e�´ N<VÐ��T�]dcWæ�TUQub�XZLOl�WYX
E
�SLOgfPGL�RUofe<Que<Q�N7ªpP�WYT�c�]ZQSR

WYP<PGQ�XZoSQSRue$WYV$R}X?W�Xd]dc�cUo�TaWYc�N<TUQ1o�V$Q�T�b�]ZQSRu»(N<V$Q!o�V$Q�T�b�]ZQ!]dVjcUQ�T�V$Q3 "e�´qWYc�caWV���$Q�WYN7ª�e<LOV<V$oSQSR� 
E1

Q�c
N<V$Q1o�V$Q�T�b�]ZQ�Q©ª^cUQ�T�V$Q!]dgfPGL�R�WYVjcue<QSR&�SLOVjc�TaWY]dVjcUQSRfR�N<T}XZQÂ����WYgfP

E2
� ¦ QSR�oSijN�WYc�]ZLOV$R J7��� Q�c J7��J

TUoSR�N<gvQ�Vjc)�SQ�c�cUQ¿¶ALOT�g}N<X?WYc�]ZLOV b
o�V$o�T�]ZixN$Q3 
β

0 ≤ β ≤ 1

³to�caWYVjc�XZQÂ�SLjQ©è¿��]ZQ�VjcuPGQ�T�gvQ�c�c�WYVjcfe<Q
TUo�b�XZQ�TBXZQ¹�SLOgfP<TULOgf]ZR�Q�Vjc�TUQ{XZQSRze<Q�N7ªko�V$Q�T�b�]ZQSR��

Ũ = arg min
U
(E(U))

AJ7����³

W�§
Q��
E(U) = (1− β)E1(U) + βE2(U)

AJ7�qJe³

+�Å,+�ÅðÄ -)Ó^ÌTÇ/.04«Ì10^Ì�Ò�4©/14ðË¡2nÇZ41É32
¦ ´�o�V$Q�T�b�]ZQ

E1
WYP<PGQ�XZoSQ/o�V$Q�T�b�]ZQMe<Q�RU]dgf]dX?WYT�]dcUo/QSR�c(N<V$Q�gvQSR�N<TUQ/ijN<]jixN�WYV^c�]�¨�Q�X?WBijN�WYXd]dcUo/e�´qWYP<P�W.®

T�]ZQ�gvQ�Vjc\e<QSR"]dghWYb
QSR�� à XdXZQMPGQ�N<c.P<TUQ�V$eCTUQ0XZQ0RUQ�V$R.e�´ N<V$QMgvQSR�N<TUQ0e<Q0R�]dgf]dX?WYT�]dcUo�LONue$QMeC]ZRURU]dgf]dX?WYT�]dcUo3�
£,]dgf]dVjN$Q�T�X?W�eC]ZR�P�WYT�]dcUo{Q�Vjc�TUQ,XZQSR0]dghWYb
QSR�RUQ,c�TaWOeCN<]dc0P�WYT�N<V$Q,gf]dV<]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�e<Q,X?W�§�WYXZQ�N<T�e<Q>eC]ZR�®
R�]dgf]dX?WYT�]dcUo>LON!N<V$Q�ghW.ªC]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�e<Q�X?WtgvQSRUN<TUQ�e$Q�R�]dgf]dX?WYT�]dcUo&»xP<XdN$R/X?WrgvQSR�N<TUQ,e<Q�RU] gf]dX?WYT�]dcUo>QSR�c
b�TaWYV$e<Q3 $P<XdN$R�XZQSRB]dghWYb
QSRzRULOVjcBl<]ZQ�VyWYP<P�WYT�]ZoSQSR��
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à V~¶ALOVT��c�]ZLOV�e<QrX?W!R�N<P<PGL�R�]dc�]ZLOV~¶4WY]dcUQ}R�N<T�XZQ}Xd]ZQ�V�ixN<]"Q©ªC]ZR�cUQ}Q�Vjc�TUQ}XZQSR�]dghWYb
QSR�¡hTUQ��KWYXdQ�T� =LOV
���$LO]ZR�]dc}N<V¥�SQ�T�caWY]dV{��T�]dcWæ�TUQu¡�WYP<P<Xd]ZixN$Q�T��#�`XdN$R�]ZQ�N<TUR�o�V$Q�T�b�]ZQSRue<QhR�]dgf]dX?WYT�]dcUoSR�LOVjc�o�cUovP<TULOPGL�RaoSQSR
e$WYV$R,X?WhXd]dc�cUo�TaWYc�N<TUQ3� ¦ WhghW�~�LOT�]dcUoue<QSR,gvQSR�N<TUQSR>e<Q�R�]dgf]dX?WYT�]dcUo�N<c�]dXd]ZRaoSQSR>e$WYV$R,XZQ}TUQ��KWYX?WYb
Que<o©¶ALOT�®
ghWYl<XZQMWBo�cUo�]dVjc�TULjeCN<]dcUQMe$WYV$R�XdQG�KWOeCTUQ/e<Q�TUQ��KWYXZWYb
Q/T�]db�]Ze<QMe�´ ] ghWYb
QSR��.£{WYV$R(XZQG�KWOeCTUQ/e<QSR(gvo�c��$Lje<QSR
e<QtTUQ��KWYX?WYb
Q}]M�SLOV<]ZixN$QSR�gvLOV$LOgvLje$WYXd]dcaou)XZQSRz]dghWYb
QSRq¢ £�� W�§xQ��rN<V�l<T�N<]dc,e�´qWV�SijN<]ZR�]dc�]ZLOV$Rl¶4WY]dl<XZQ�³
N<V$QBR�]dgfP<XZQC�SLOgfP�WYTaWY]ZRULOV1e<QSR`]dVjcUQ�V$RU]dcUoSR\PGQ�N<c�R�N�èvTUQ3� ¦ W{RULOgfgvQze<QSR^�KWYT�TUoSR�e<QSR�eC]�¬&o�TUQ�VT�SQSR�e<QSR
]dVjcUQ�V$R�]dcUoSR�«��*O£¹³0QSR�c�N<VÃ��T�]dcWæ�TUQrR�caWYV$e$WYTUe�e<QteC]ZRUR�]dgf]dX?WYT�]dcUorQ�Vjc�TUQ{XZQSR�]dghWYb
QSR��

ESCD(I, J) =
∑

x∈Ω

(I(x)− J(x+ U(x)))2
AJ7�]¸e³

Ω
e<oSR�]db�V$QuX«´�Q�V$RUQ�g}l<XZQve<QuPGLO]dVjcUR¿�§xLO]dTUQucULON$R{XZQSR>PGLO]dVjcURre<Q�X«´ ]dghWYb
Q�³,PGLON<TtXZQSRUixN$Q�XZRtLOVsQSR�c�]dgvQ

e<QSR §xQ���cUQ�N<TURze<Q{e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc��
*MQ�T�caWY]dV$QSR`gvQSR�N<TUQSR\e<Q0R�]dgf]dX?WYT�]dcUoSR`N<c�]dXd]dRaQ�Vjc.XZQSR.]dVjcUQ�V$R�]dcUoSR\Q�c.XZQ�N<T.P<TULOl�WYl<]dXd]dcUoSR�e�´qWYP<P�WYT�]dc�]ZLOV��

£>WYV$R �SQH�SLOVjcUQ©ª^cUQ>]dVjcUQ�T�§j]ZQ�V<V$Q�Vjcze<QSRMV$LOc�]ZLOV$RC�SLOgfgvQ,X?W}gvL�º
Q�V<V$Q{e<QSRM]dVjcUQ�V$RU]dcUoSR� ^X«´�o��KWYT�c�caºjPGQ3 
X?WX§�WYT�]?WYVT�SQ3�

�pL�º
Q�V<V$QSR�»

mI =
∑

i

ipi mJ =
∑

j

jpj

é^®�]dVjcUQ�V$R�]dcUote�´ N<V�§xL�ªCQ�X(e$WYV$R�X«´ ]dghWYb
Q

pi
®uP<TULOl�WYl<]dXd]dcUo�e�´qWYP<P�WYT�]dc�]ZLOV e<Q�X«´ ]dVjcUQ�V$RU]dcUo{é�

pi
PGQ�N<c� MP�WYT�Q©ª<Q�gfP<XZQ3 O·�c�TUQ�QSR�c�]dgvoyP�WYT

¶)TUoSijN$Q�VT�SQ
pi =

Ni

N

 YW�§xQ��
Ni

XZQ�V$LOg}l<TUQMe<Qp§xL�ª<Q�XZR�e�´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUoqé&Q�c�� XZQ�V$LOg}l<TUQ/cULOcaWYXCe<Qp§xL�ª<Q�XZR`³©�
pi =

1
N

R�]�LOVo�SLOV$R�]Ze�æ�TUQyijN$Q�cULON<cUQSRhXZQSRh]dVjcUQ�V$R�]dcUoSR1e$WYV$R!X1´ ]dghWYb
QpLOVjchX?W�g\·�gvQ�P<TULOl�WYl<]dXd]dcUo
e�´qWYP<P�WYT�]dc�]ZLOV��

à �KWYT�cURzcaºjPGQSR¹»

σ2I =
∑

i

(i−mI)
2pi = (

∑

i

i2pi)−m2
I σ2J =

∑

j

(j −mJ)
2pj = (

∑

j

j2pj)−m2
J

�	��
������
 é � êQì�� ��
��������� í3ì
é � ê � écê � íVé ��� gvQSR�N<TUQrN<V$Q}e<o�PGQ�V$e$WYVT�SQ}Xd]dV$oKWY]dTUQuAW.èvV$QrP<XdN$R�P<TUo©®
��]ZRUo�gvQ�Vjc`³0Q�Vjc�TUQtXZQSR�]dVjcUQ�V$R�]dcUoSR�»

ρ(I, J) =
∑

i

∑

j

(i−mI)(j −mJ)√
σI
√
σJ

pij

�.WYT�¶�LO]ZRzRaLOV�Q©ª^P<TUQSRaR�]ZLOV�WYNÃ�KWYT�TUotQSR�cBN<c�]dXd]ZRUoSQ\»
ρ2(I, J) =

[
∑

i

∑
j(i−mI)(j−mJ )]

2

σI ·σJ

� Q�T�N�WYbxWfQ�c�WYX«��î �KJ3¸ ï(N<c�]dXd]ZRUQ�VjcBN<V�V$LON�§xQKWYNÃ��T�]dcWæ�TUQre<Q{RU] gf]dX?WYT�]dcUo¿»<XZQ>TaWYP<PGLOT�c�Q�Vjc�TUQ¹�SLjQ©è)®
��]ZQ�Vjcze<Q��SLOT�TUo�X?WYc�]ZLOVpQ�c�N<V$QteC]�¬&o�TUQ�VT�SQre�´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUoSRl�KWYXM��N<XZoSR�Q�Vjc�TUQ{XZQSR�l<XZL;�SRze<QSRB]dghWYb
Q�R��

C(x) =
ρ(IL(x), JL(x+ U(x)))

1 + αESCD(IL(x),JL(x+U(x)))
σIL(x)

L��
IL(x)

e<oSR�]db�V$Q,N<V1l<XZL;�>e<Q�caWY]dXdXZQ
L
e<Q�X«´ ]dghWYb
Q

I
�SQ�Vjc�TUo>R�N<TMXZQ_§xL�ª<Q�X

x
Q�c
JL(x+U(x))

N<V
l<XZL;�re<QrcaWY]dXdXZQ

L
e<QtX«´ ]dghWYb
Q

J
�SQ�Vjc�TUo}R�N<TzXZQ¹§xL�ªCQ�X

x+ U(x)
�
α

α �

�e³BQSR�czN<VyP�WYTaWYg\æ�c�TUQ}ijN<]
TWæ�b�XZQ{X«´ ]dV	�$N$Q�VT�SQre<Q{X?WueC]�¬&o�TUQ�VT�SQre<QSR�]dVjcUQ�V$R�]dcUoSRzRUN<T�X?WX§�WYXZQ�N<TzeCN���T�]dcWæ�TUQre<QtR�]dgf]dX?WYT�]dcUo3�

��·�gvQuRU]`e$WYV$R{XZQ&�KWOeCTUQve<Q)�SQ�cUcUQuc��TæSRUQ3 =V$LON$R{V$LON$R{]dVjcUo�TUQSRURULOV$RtijN�´qWYN�TUQ��KWYX?WYb
QfgvLOV$LOgvLÛ®
e$WYXd]dcUo�AWV�SijN<]ZR�]dc�]ZLOV$R½¢ £�� ¸V£ Q�cuÁe£¹³© MV$LON$R�TaWYP<PGQ�XZLOV$R�WYN$RUR�]>ijN�´ ]dX>Q©ªC]ZR�cUQpe<QSR�gvQSR�N<TUQSRke<Q

®/Je°�®
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R�]dgf]dX?WYT�]dcUo{WOe$WYP<cUoSQSRBWYN1TUQ��KWYX?WYb
Q,g}N<Xdc�]dgvLje$WYXd]dcao\)XZQSRM]dghWYb
Q�RC¡rTUQ��KWYXZQ�T0P<TUL�§j]ZQ�V<V$Q�VjcBe<Q�gvLje$WYXd] ®
cUoSR/eC]�¬=o�TUQ�VjcUQSRMe�´qWV�SixN$]dRU]dc�]ZLOV�³©�;£{WYV$RG��Ql�KWOR� �N<V$QzRU]dgfP<XZQl�SLOgfP�WYTaWY]ZRULOV1e<QSR�]dVjcUQ�V$R�]dcUoSR/V�´�QSR�c�P<XdN$R
R�N7èhR�WYVjcUQ3� à VÂ¶ALOVT��c�]ZLOV�e<QSRM]dghWYb
QSR�g}N<Xdc�]dgvLje$WYXd]dcUoSQKR� C]dX&Q©ªC]ZR�cUQ>e<QSRMgvQSR�N<TUQSRBe<Q>R�]dgf]dX?WYT�]dcUo>P<XdN$R
WOe$WYP<cUoSQSRuixN$Q!e�´qWYN<c�TUQSRÂ»(P�WYT�Q©ªCQ�gfP<XZQ3 "e$WYV$RrXZQ"�KWOR}eCN�TUQ��KWYX?WYb
Q � � � ®q¢ à �# �XZQhTaWYP<PGLOT�cue<Q
�SLOT�TUo�X?WYc�]ZLOVoî ÀÛÁ ïð�|�j]« =e$WYV�R>XZQ)�KWOeCTUQfeCN�TUQ��KWYX?WYb
QfT�]db�]Ze<Q3 =]dX\R�´qWYb�]dcte<Q&�KWYXM��N<XZQ�TtN<V$Quc�TaWYV$R�¶ALOT�ghW.®
c�]ZLOVsW.èvV$Q�b�XZLOl�WYXZQ3 =XZQ}TUQ��KWYX?WYb
Qfe<o©¶ALOT�ghWYl<XZQuPGQ�T�gvQ�c{e<Q�P<TUQ�V$eCTUQuQ�Vk�SLOgfP<cUQuXZQ�R{e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$R
XZL;�KWYXZQSR0ixN<]�]dVjcUQ�T�§j]ZQ�V<V$Q�Vjc�Q�Vjc�TUQzXZQSR/]dghWYb
QSR��j[l¨$V1e<QzcUQ�V<]dTO�SLOgfP<cUQ,e<QSRG§OWYT�]?WYc�]ZLOV$RMXZL;�KWYXdQSR0Q�Vjc�TUQ
XZQSRr]dghWYb
QSR)¡kP�WYT�c�]dT�e<QSR�§OWYXZQ�N<TUR�e<QSRr]dVjcUQ�V$RU] cao�R� Gî Á;° ïMP<TULOPGL�RUQ!e�´�QSR�c�]dgvQ�T�X?W½§�WYXZQ�N<T}e<Q!R�]dgf]dX?W.®
T�]dcUo{XZL;�KWYXZQ�gvQ�Vjc�Q�V��SLOV$RU]Ze<o�TaWYVjcBXZQSR�]dVjcUQ�V$RU]dcUoSRzWYP$P�WYT�cUQ�V�WYVjcq¡�N<V��SQ�T�caWY]dVÃ§xLO]ZR�]dV�WYb
Q{e<Q¹����WOixN$Q
§xL�ªCQ�X«�

+�Å,+�Å + -)Ó^ÌTÇ/.04«Ì10^Ì Ç 2 .�GË 2nÇZ4aÒ�2�É�4«ÈjÓ
¦ ´�o�V$Q�T�b�]ZQ{e$Q>R�]dgf]dX?WYT�]dcUo>V�´ ]dgfPGL�RUQtWYNT��N<V$Q��SLOVjc�TaWY]dVjcUQtR�P�WYc�]?WYXZQ{R�N<TMXZQH����WYgfP�e<QH�SLOT�TUQSRUPGLOV7®

e$WYVT�SQ�QSR�c�]dgvoBW�§
Q��MX?W,gvQSR�N<TUQ0e<Q�R�]dgf]dX?WYT�]dcUo3� ¦ ´�o�V$Q�T�b�]ZQBe<Q0TUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOV~�LONfe<Q0Xd]ZRURaWYb
Q0R�P�WYc�]?WYXc³
�SLOVjc�TaWY]dVjczXZQ¹����WYgfP�e<Qte<o©¶�LOT�ghWYcU]dLOVpe<Q>TUQSR�PGQ���cUQ�TzN<V$Q¹�SQ�T�caWY]dVÃ�SLV�$o�TUQ�VT�SQ}R�P�WYc�]?WYXZQ3�

£>WYV$R"X?WzXd]dc�cUo�TaWYc�N<TUQ3 �Q�V�¶ALOVT��c�]ZLOVfeCN�P<TULOl<XMæ�gvQ ¡zTUQSRULON$eCTUQ3 Y]dXCQ©ªC]ZR�cUQMe<Q/V$LOg}l<TUQ�N$RUQSR`o�V$Q�T�b�]ZQSR
e<Q1TUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOV$RvP<TULOPGL�RUoSQSR�� ����]MV$LON$RuTaWYP<PGQ�XZLOV$RvixN$Q�XZijN$QSR�N$V$QSR�N<c�]dXd]ZRUoSQSRfPGLON<TuXZQ!TUQ��KWYX?WYb
Q
e<QSR/]dghWYb
QSRMe<Qzc��$LOTaW.ª��;â�V$Qzo�V$Q�T�b�]ZQ,e<QzTUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOV½��X?WORUR�]ZijN$Q�QSR�cG�SQ�XdXZQzP$TULOPGL�RUozP�WYTM�,LOT�V1Q�c
�,���jN<VT���kî Ág¾ ïG�oSijN�WYc�]ZLOV J7� Á ³ e$WYV$RBX?W�gvo�c��$Lje<Qre<Q �$N7ªkLOP<c�]ZixN�Q¿�§
LO]dTzRUQ���c�]ZLOV J7� Á ³©�

EF (U) =

∫

x∈Ω
||∇U ||2 dx =

∫

x∈Ω

3∑

k=1

3∑

l=1

(
∂Uk
∂xl

)2
dx

AJ7� Á;³

�.WYT�¶�LO]ZR.LOV�QSRURaWY]ZQ/e�´ ]dVjcUo�b�TUQ�T.e$WYV$R�X«´�o�V$Q�T�b�]ZQ0e<Q�TUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOVuN<V$QG�SLOV<V�WY]ZRURaWYVT�SQJ¡BP<T�]ZLOT�]Ce<QSR
P�WYTaWYg\æ�c�TUQSR�P��;ºCR�]ZixN$QSR0e<QSRMghWYcUo�T�]?WYN7ª�� *q´�QSRUcMXZQq�KWOR0e<QSR�o�V$Q�T�b�]ZQSR�e<Q�TUo�b�N<X?WYT�]ZR�WYc�]ZLYV�R�´ ]dV$R�P<]dTaWYVjc
e<Q{X?W�gvo��KWYV<]ZijN$QSRze<Q{gf]dXd]ZQ�N7ª��SLOVjc�]dVjN$R��§xLO]dTBRaQ���c�]ZLOV J7�]¸ ³©����V�PGQ�N<cl��]dcUQ�TBP�WYTzQ©ªCQ�gfP<XZQ¿»

• ¦ ´�o�V$o�T�b�]ZQtXd]dV$oKWY]dTUQro�X?WOR�c�]ZijN$Q\î J7� ïð �W�§
Q�� λ Q�c µ XZQSRC�SLjQ©è¿��]ZQ�VjcUR�e<Q ¦ WYgvo¿»

ELE(U) =

∫

x∈Ω

λ

2
(div(U))2 + µ||∇U ||2 − µ

2
||rot(U)||2 dx AJ7�]±e³

¦ QSRl�SLjQ©è¿��]ZQ�VjcUR,e<Q ¦ WYgvorRaLOVjcl�KWYXM��N<XZoSRq¡uP�WYT�c�]dT�e<Q{gvLjeCN<XZQre<Q��/LON<V<b!Q�c�e<Q¹�SLjQ©è¿��]ZQ�Vjc
e<Q��"LO]ZRaRULOV »

*MLjQ©è¿��]ZQ�V^c�e<Q¹�"LO]ZRURULOV �pLjeCN<XZQte<Q���LON<V<b

ν =
λ

2(λ+ µ)
E =

µ(3λ+ 2µ)

λ+ µ�8X�Q©ªC]ZR�cUQBe<QSR/o�V$Q�T�b�]ZQSR/R�]dgfP<Xd]�¨�oSQSRMixN<]�RUQBe<oSeCN<]ZRUQ�VjcMe<QBX?Wq¶ALOT�g}N<X?WYc�]ZLOVÂ��]�®8e<QSRUR�N$RG�SLOgfgvQBP�WYT
Q©ª<Q�gfP<XZQ\»

• ¦ ´�o�V$Q�T�b�]ZQ�gvQ�g}l<TaWYV$Ql®"X?W{TUo�b�N<X?WYT�]ZR�WYc�]ZLOV�e<Q_����WYgfP$RMQSR�cp¶AWY]dcUQ�Q�V1WYP<P<Xd]ZijN�WYVjcMX«´�LOPGo�TaWYcUQ�N<TX?WYP<X?WV��]ZQ�V{î ¸3¾ ïG»

EL(U) =

∫

x∈Ω
||∆U ||2 dx =

∫

x∈Ω
||∇2U ||2 dx AJ7�q�e³

=

∫

x∈Ω

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

3∑

i=1

∂2U

∂x2i

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

dx =

∫

x∈Ω




∑3
i=1

∂2U1

∂x2
i∑3

i=1
∂2U2

∂x2
i∑3

i=1
∂2U3

∂x2
i




2

dx
AJ7�0°3³
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• ¦ ´�o�V$Q�T�b�]ZQBl<]���WYT�gvLOV<]ZixN$QJ®&X?W,TUQ�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOVheCN\����WYgfPvQSR�c`LOl<cUQ�VjN$QBQ�VvWYP<P<Xd]ZijN�WYVjc`X«´�LOPGQ©®TaWYcUQ�N<T�l<]���WYT�gvLOV<]M�  ∇4 ³kAWYP<PGQ�XZoSQ�WYN$RaR�]{l<]dX?WYP<X?WV��]ZQ�V�³�RUN<TkXZQÐ����WYgfP e<Qse<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV
î �KJ   J�J ïp»

Etps(U) =

∫

x∈Ω
∆2U dx =

∫

x∈Ω
∇4U dx =

∫

x∈Ω

3∑

i=1

3∑

j=1

(
∂U2i

∂xi∂xj

)2
dx

AJ7�]¾e³
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¦ WnP�WYTaWYgvo�c�T�]ZRaWYc�]ZLOV R�P�WYc�]?WYXZQ�eCN ����WYgfP e<Qpe<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV Q�Vjc�TUQpe<Q�N7ª�] ghWYb
QSR�PGQ�N<cu·�c�TUQ
¶AWY]dcUQ}e<QrP<XdN$R�]ZQ�N<TUR,ghWYV<]Mæ�TUQSR&»�b�XdLOl�WYXdQ�gvQ�Vjc� =RUQ�gf]�®4XZL;�KWYXZQ�gvQ�Vjc{LONyXZL;�KWYXZQ�gvQ�Vjc��n�"LON<T,N<V$QrP�WYTaW.®
gvo�c�T�]ZRaWYc�]ZLOV�b�XZLOl�WYXZQfLOVpPGQ�N<c,N<c�]dXd]ZRaQ�T>e<Q�¶�LOVT��c�]ZLOV$R>PGLOX�ºjV$LOgf]?WYXZQSRtLON���WYT�gvLOV<]ZijN$QSR\c¶�LOVQ��cU]dLOV�R
c�T�]db
LOV$LOgvo�c�T�]ZijN$QSR`³¹î �KJ��   J   �KJe° ïð���^Q�gf]�®4XZL;�KWYXZQ�ghQ�Vjc� �XZQSRl����WYgfP$R,e<Qte<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOVyPGQ�N�§xQ�Vjc_·�c�TUQ
Q©ª^P<T�]dgvoSR�¡nX«´qWY]Ze<Q�e<QSR"¶�LOVT��c�]ZLOV$R�PGLOX�ºjV$LOgf]?WYXZQSRkP�WYT1gvLOTW�SQKWYN7ªmLON WYN<c�TUQ~¶�LOVT��c�]ZLOV$Rke<Qyl�WORUQ
�SLOgfgvQrP�WYT�Q©ªCQ�gfP<XZQrXZQSRzTULOV$e<Q�XZQ�c�cUQSR�� ¦ QSR�R�P<Xd]dV$QSR�RULOVjczXZQSRC¶�LOVT��c�]ZLOV$R�XZQtP<XdN$R�RULON�§xQ�VjczN<c�]dXd]ZRUoSQSR
î ±e° ïð�

£{WYV$RBXZQ��KWOeCTUQre<Q{c�TaW�§�WYN7ªkP<TUoSRUQ�VjcUoSR�e$WYV$R_�SQ{ghWYVjN$RW��T�]dc� �V$LON$R�W�§xLOV$RBN<c�]dXd]ZRUotN<V$QtP�WYTaWYgvo©®
c�T�]ZRaWYc�]ZLOVhXZL;�KWYXZQzeCN¿����WYgfP!e<QBe<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV�� ¦ QBe<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcMQSR�c�Q©ªCP<T�]dgvoC�SLOgfgvQBX?WteC]�¬=o�TUQ�VT�SQ
Q�Vjc�TUQ�XZQ�PGLO]dVjche<Qke<o�P�WYT�cvQ�c\�SQ�XdN<]ze�´qWYT�T�]�§
oÐ»

U(x) = x′ − x �`[|§xQ��u�SQ�c�cUQ�P�WYT�WYgvo�cUT�]ZRaWYc�]ZLOV� TUoSRULON$eCTUQzX«´�oSijN�WYc�]ZLOV�e<QBgf]dV<]dgf]ZR�WYc�]ZLOV J7��� TUQ�§^]ZQ�VjcJ¡te<o�cUQ�T�gf]dV$Q�T�eC]dTUQ���cUQ�gvQ�Vjc0XZQSR/e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcUR
Q�V�����WOijN$Q{PGLO]dVjcze<Q{X«´ ]dghWYb
Q3�

+�Å +�ÅMÑ Æ¿ÇeÈ�Ê
2�0 �^ÇeÌ�Ò 0��MÈ
�^É�4©/14ðÒ�2�É�41ÈjÓ

[�NkRUQ�V$R�e<Q>�>WOe$WYghWYTUe�î Á3Á ïð ^XZQ>TUQ��SWYX?WYb
Qte<o©¶ALOT�ghWYl<XZQtQ�RUc0N<V�P<TULOl<XMæ�gvQ{ghWYX�®4PGL�RUo � �T��VkPGQ�N<c
c�TULON�§
Q�TBP<XdN$RU]ZQ�N<TURzRULOXdN<c�]ZLOV$RJ� WV���SQ�P<caWYl<XZQSR��{PGLON<TBN$Vkg\·�gvQ{P<TaLg�SQSRaR�N$RBe<Q{TUQ��KWYX?WYb
Q3�

â�V$QBRULOXdN<c�]ZLOVu¡>X«´�oSijN�WYc�]ZLOV1e<QBgf]dV<]dgf]ZRaWYc�]ZLOV J7��� QSRUc�LOl<cUQ�VjNu¡>P�WYT�cU] TMe<QSR/oSixN�WYc�]ZLOV$RMe�´ à N<XZQ�T
WORURUL;��]ZoSQSRX» ∇E(Ũ) = 0

� *MLOgfP<cUQ}cUQ�VjNpeCNyV$LOg}l<TUQ}]dgfPGLOT�caWYVjc{e<Q�§OWYT�]?WYl<XZQSR)�e$WYV$R�N<V$Qr]dghWYb
Q
¸V£ ¸"§�WYT�]?WYl<XZQSR{P�WYTH§xL�ªCQ�X`eCN�e<LOghWY]dV$Q

Ω
³© GTUoSRULON$eCTUQuVjN<gvo�T�]ZijN$Q�gvQ�Vjc��SQ�c�cUQfoSixN�WYc�]ZLOV�TUQ�§^]ZQ�Vjc

¡1WOe<LOP<cUQ�T>N$V$Q�R�c�TaWYcUo�b�]ZQfe<Q}TUQ����$Q�TW���$Qfe�´ N<V$QuRULOXdN<c�]ZLOV�ijN<]"gf]dV<]dgf]ZRUQ�X«´�o�V$Q�T�b�]ZQucULOcaWYXZQ½�RaLOgfgvQ
PGLOV$e<o�TUoSQrQ�Vjc�TUQ{X«´�o�V$Q�T�b�]ZQre<Q{RU]dgf]dX?WYT�]dcUotQ�cBX«´�o�V$Q�T�b�]ZQre<Q>TUo�b�N<X?WYT�]ZR�WYc�]ZLOV�³©�

¦ QSRBgvo�c��$Lje<QSR�e<Q{e<QSR��SQ�V^cUQ¹�SLOV$R�]ZR�cUQ�¡&�SLOV$R�c�TUN<]dTUQ{N<V$QtR�N<]dcUQ
(Ui(x))i ∈ N

e<Q{X?W�¶ALOT�gvQ\»

Ui+1 = Ui + κi(x)di
AJ7�]Àe³

W�§
Q��
κi
XZQrP�WOR>e<QrX?Whe<QSRW�SQ�VjcUQ�Q�c

di
X?W!eC]dTUQ���c�]ZLOV�e<Q}X?Whe<QSRW�SQ�VjcUQ&¡vX«´ ]dcUo�TaWYc�]ZLOV

i
� ¦ QX����WYgfP�e<Q

e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV�¨$V�WYX"QSR�c�XZQrTUoSR�N<XdcaWYc,e�´ N<VpP<TUL;�SQSRUR�N$R�]dcUo�TaWYc�]�¶/ixN$]j�SLOV;§xQ�T�b
Q�WYNylGLON<c>e�´ N<V��SQ�T�caWY]dV
V$LOg}l<TUQte�´ ]dcUo�TaWYc�]ZLOV$R��

[�NkXd]ZQ�N�e�´ N<c�]dXd]ZRUQ�TzX?W&§OWYXZQ�N<T�Q©ª^P<Xd]M��]dcUQre<Q{X?WX§�WYXZQ�N<Tze�´�o�V$Q�T�b�]ZQ3 �X?W�ghW�~�LOT�]dcUore<QtR�c�TaWYcUo�b�]ZQSRze<Q
TUQ����$Q�TW���$Q�N<c�]dXd]ZRUQ�V^c(XZQSR�e<o�T�]�§xoSQSR�e<QG�SQ�c�cUQ�o�V$Q�T�b�]ZQG�SLOgfgvQMeC]dTUQ���c�]ZLOV�e<Q�TUQ����$Q�TW���$Q3� ¦ QSR(P<TULOP<T�]Zo�cUoSR
e<QyX«´�LOPGo�TaWYcUQ�N<Tkb�T�WOeC]ZQ�V^c� MPGQ�T�gvQ�c�cUQ�V^c�e�´�Q©ª^P<T�]dgvQ�TkX?W e<o�T�]�§
oSQ�e<QpX«´�o�V$Q�T�b�]ZQ�cULOcaWYXZQi�SLOgfgvQpX?W
RULOgfgvQte<QSR�b�TaWOeC]ZQ�VjcUR�e<QSRBe<Q�N7ªko�V$Q�T�b�]ZQSR�» ∇E(Ũ) = ∇E1(Ũ) +∇E2(Ũ)

�

������������������ �!��"$#�%�&���"$#�')(+*,�-��./#�0,'1# �,'2�3�4�5��.�&6.�'7*��,�6.��8��*,#�'����9�;:,'�./#���<=�������>��./# *��,')(+*,�!�3# �������?0,&��5����0
@ ���+#�'��BA�� ���+#C0,��.
0����,��&��3.7'���'1#�'2"8����.�D5EF*,#����3� ���+#G<B���H�,���8������� �I��./#
��"J�K�5��.�&8D
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Z Y Z Y�� Y
Ô � ^����_]��#ß	�#ß	
½ß���� ]�Ü
�zoSRULON$eCTUQ�X«´�oSijN�WYc�]ZLOV J7��� P�WYT\X?W>gvo�c��$Lje<Q�e<Q��Q���cULOV� 
TUQ�§^]ZQ�VjcG¡��SLOV$R�c�T�N<]dTUQBX?W{R�N<]dcUQ

(Ui)i ∈
N
e<Q{X?W�¶ALOT�gvQ\»

Ui+1 = Ui −
E(Ui)

∇E(Ui)
AJ7���K�e³

¦ N�Q�czWYX«��î �3¸ ï+N<c�]dXd]ZRUQ�Vjcl�SQ�c�cUQtgvo�c��$Lje<Qre�´�LOP<c�]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�PGLON<TzXZQ>TUQ��KWYX?WYb
Qre<QSR�]dghWYb
QSR_¢ £ �
eCN�c��$LOTaW.ª��

Z Y Z Y�� Y[Z � ^����_]��#ß	�#ß��#ßa`�Ýeß,Ü���ß��jß���Ù�����Ú�ß;Ü��
�"LON<T�N<V$QBgvo�c��$Lje<Q�e<QBe<QSRW�SQ�VjcUQ�e<Q�b�TaWOeC]ZQ�Vjc� ;�SLOgfgvQzXdQBV$LOg XZQ�X?WY]ZRURaQzWYN$RUR�]�RULON$R�®8Q�VjcUQ�V$eCTUQ3 

X?W}eC]dTUQ���cU]dLOVke<Q,e<QSRW�SQ�VjcUQ,QSR�c/XZQ�b�TaWOeC]ZQ�Vjc�e<QzX?W¹¶�LOVT��c�]ZLOV½¡rLOP<cU] gf]ZRaQ�TH»
di = ∇E(Ui)

� ¦ QzP�WOR0e<Q
X?Wfe<QSRW�SQ�VjcUQ

κi
PGQ�N<c�®ð·�c�TUQ�¨�ª<Q{LON�§OWYT�]?WYl<XZQ}WYN7ªu�SLON<TURze<QSRB]dcUo�TaWYc�]ZLOV$R��

Z Y Z Y�� Y × � ^����_]��#ß	�#ß��QÙ�����Úcß,Ü��\Ý6]�Ü���������^
�8V<]dc�]?WYXZQ�gvQ�Vjc� MXZQSRhgvo�c��$Lje<QSR�e<Q�b�TaWOeC]ZQ�Vjcu�SLOVO~ N<b�N$opLOVjc1o�cUo�]dVjc�TULjeCN<]dcUQSR1PGLON<T!gf]dV<]dgf]ZRaQ�T

e<QSRX¶�LOT�gvQSRfijN�WOeCTaWYc�]ZixN$QSR��p��V N<c�]dXd]ZRaWYVjcuN<V e<o�§xQ�XZLOP<PGQ�gvQ�VjcvXd] gf]dcUo�¡yX«´�LOTUeCTUQkJ7 
E
PGQ�N<c�®ð·�c�TUQ

�SLOV$R�]Ze<o�TUoSQ��SLOgfgvQtN<V$QtWYP$P<TUL�ª^]dghWYc�]ZLOVpe�´ N<V$QH¶ALOT�gvQ{ijN�WOeCTaWYc�]ZijN$Q3�
�zoSRULON$eCTUQ{X«´�oSijN�WYc�]ZLOV J7��� P�WYT_�SQ�c�cUQtgvo�c��$Lje<QtTUQ�§^]ZQ�Vjc_¡)�SLOV$R�cUT�N<]dTUQtN<V$QtR�N<]dcUQ

(Ui(x))i ∈ Ne<Q{X?W�¶ALOT�gvQ\»
Ui+1 = Ui + κipi

AJ7���3��³
W�§xQ��

pi
N<V$Q�R�N<]dcUQ}e<Q}eC]dTUQ���c�]ZLOV$R>e<LOVjc�XZQ��KWYXM��N<X.QSR�c�e<o�caWY]dXdXZo}P�WYT�X?WhR�N<]dcUQ3��[ ����WOijN$Qr]dcUo�TaWYc�]ZLOV� 

X?W�eC]dTUQ���c�]ZLOV e<QkTUQ����$Q�TW���$Q
pi

QSRUc\�KWYXM��N<XZoSQyQ�V�¶ALOVT��c�]ZLOV�e<QkX?W�eC]dTUQ���c�]ZLOV�P<TUo��SoSe<Q�VjcUQ
pi−1

 `XZQ
b�TaWOeC]ZQ�Vjc�XZL;�KWYXO�SLON<TaWYVjc�V$LOcUo ∇E(Ui)

 �W�§xQ��
p0 = ∇E(U0)

Q�c}N<V�R��KWYXZWY]dTUQ
βi
� ¦ QSR}b�TaWOeC]ZQ�VjcUR

R�NT���SQSRURU]�¶�RzRULOVjc�LOT�c��$LOb
LOV�WYN7ª�Q�Vjc�TaQrQ�N7ª�Q�c�WYN7ª�eC]dTUQ���c�]ZLOV$R�P<TUo��SoSe<Q�VjcUQSR&» ∇E(Ui) · ∇E(Uj) =
0
 ∇E(Ui) · pj = 0

 
i < j

�

pi = ∇E(Ui) + βi−1pi−1
AJ7���KJe³

�"LON<TvXZQ½�KWYXM��N<X�e<Q
βi

LOV PGQ�N<cvN<c�]dXd]ZRUQ�TvP<XdN$R�]ZQ�N<TURhQ©ª^P<TaQ�RaR�]ZLOV$R\�SLOgfgvQ�P�WYTvQ©ª<Q�gfP<XZQ��SQ�XdXZQ
P<TULOPGL�RUoSQtP�WYT���XZQ�cW���$Q�T�Q�c �zQSQ�§
QSR�

βFRi
³0LON��SQ�XdXZQre<Q��"LOX?W �kQ�c �B]dl<]ZQ�TUQ¿

βPRi
³©�

βFRi−1 =
∇TE(Ui)∇E(Ui)
∇TE(Ui−1)∇E(Ui−1)

, βPRi−1 =
∇TE(Ui)(∇E(Ui)−∇E(Ui−1))

∇TE(Ui−1)∇E(Ui−1)
AJ7����¸e³

âzV$Q^¶�LO]ZR
pi
QSR�c�]dgvo3  XZQ�P�WOR"e<Q�X?WBe<QSRW�SQ�VjcUQ

κi
PGQ�N<c#·�c�TUQG�KWYXM��N<XZoMRULO]dc�P�WYT�N<V$Q�gf]dV<]dgf]ZRaWYc�]ZLOVfe<Q

E(Ui+ βipi)
)P�WYT0N<V$Q,e<QSRW�SQ�VjcUQ>e<Q�b�TaWOeC]ZQ�Vjc�P�WYT0Q©ªCQ�gfP<XZQ�³/RaLO]dcMe$o`¨�V<]=e<Q,ghWYV<]Mæ�TUQ>Q�gfP<]dT�]ZixN$Q3�

�"LON<TzP<XdN$Rze<Qte<o�caWY]dXZRzR�N<TBX?W�gvo�c��$Lje<Q}e<Q>b�TaWOeC]ZQ�Vjc_�SLOVO~�N<b�N$orLOV�PGQ�N<cl�SLOV$R�N<XdcUQ�T�î ¾3± ïð�T£{WYV$RBN<V
�SLOVjcUQ©ªCcUQ>TUQ��KWYX?WYb
Q{e�´ ]dghWYb
QSRC¢ £�� e<N�c��$LOTaW.ªn ��SQ�c�cUQtWYP<P<TUL;���$Q{e�´�LOP<c�]dgf]ZR�WYc�]ZLOV�QSR�c0N<c�]dXd]ZRUoSQ,P�WYT
��WYV�Q�czWYX«��î ¸3± ïð�

¢�LON<cUQSRl�SQSR�gvo�c��$Lje<QSR_�SLOV;§
Q�T�b
Q�Vjcl§xQ�TUR�N<Vkgf]dV<]dg}N<g )P�WOR ¶ALOTW�So�gvQ�V^cBXZQ{gf]dV<]dg}N<g b�XZLOl�WYXc³
e<Q�X«´�o�V$Q�T�b�]ZQ3� ¦ QBe<oSRaW�§�WYVjcaWYb
Qze<Q�X?W>gvo�c��$Lje<Qze<Q�caº^PGQ��Q���cULOV!QSR�c\XZQJ¶AWY]dc�ixN�´]¡�����WOijN$Q�]dcUo�TaWYc�]ZLOV
LOVse<LO]dc¹�KWYXM��N<XZQ�TrWYN$RaR�].X?W"§�WYXZQ�N<T

E
Q�V�P<XdN$R{e<QuX?W"§�WYXZQ�N<Tte<Q�b�TaWOeC]ZQ�Vjc ∇E � ¦ QSR{gvo�c��$Lje<QSRre<Qb�TaWOeC]ZQ�Vjcq�SLOVO~�N<b�N$o��SLOV;§
Q�T�b
Q�Vjc�P<XdN$Rl§^]dcUQ¹§
Q�TURzN<V$QrRULOXdN<c�]ZLOVpixN$QtXZQSRzgvo�c��$Lje<QSR,e<Qre<QSRW�SQ�VjcUQ}e<Q

b�TaWOeC]ZQ�Vjc�î °V±   ¾3± ï+ghWY]ZRBe<Q�ghWYV$e<Q{N$V�QSR�P�WV�SQ>gvo�gvLO]dTUQ{]dgfPGLOT�caWYV^c�1¡&����WOijN$Q>P�WORBe<Q>X«´ ]dcUo�TaWYc�]ZLOV
∇E(Ui

Q�cte<Q ∇E(Ui−1)
RaLOVjc{V$o��SQSRURaWY]dTUQSR`³©���"LON<TrV$LOc�TUQf]dgfP<XZo�gvQ�VjcaWYc�]ZLOV� (V$LON$RrW�§xLOV$R{N<c�]dXd]ZRUo

X?Wfe<QSRW�SQ�VjcUQte<Q{b�TaWOeC]ZQ�Vjc��

®G¸���®
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¦ W�gvo��KWYV<]ZijN$Qye<QSRvgf]dXd]ZQ�N7ªã�SLOVjc�]dVjN$R1W�PGLON<T!LOlC~�Q�cvX?W�gvLje<o�Xd]ZRaWYc�]ZLOV�ghWYc��$o�ghWYc�]ZijN$Qye<QSR
�SLOT�P$R�ghWYcUo�T�]ZQ�XZR�e<o©¶ALOT�ghWYl<XZQSR��RULOXd]Ze<QSRzLON �$N<]Ze<QSR`³©� ¦ QSRBgvLje�æ�XZQSRze<Qte<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOVyo�X?WORUc�]ZixN$QtijN<]
R�´ ]dV$R�P<]dTUQ�Vjche<QkX?Wpgvo��KWYV<]ZijN$Q�e<QSRvgf]dX ]ZQ�N7ª �SLOVjc�]dVjN$R!RULOVjcfl<]ZQ�Vã�SLOV<VjN$Rhe$WYV$RvX?W�§^]ZR�]ZLOV L�� ]dXZR
LOVjcro�cUofN<c�]dXd]ZRUoSRtPGLON<TtXZQvR�N<]�§j]\Q�ctX?W�gvLje<o�Xd]ZRaWYc�]ZLOV�e<QSRrR�N<T�¶4WV�SQSR{V$LOVsT�]db�]Ze<QSR��(_MTULO]dc¿î ��¸ ï/QSR�c{XZQ
P<TUQ�gf]ZQ�T�¡�P<TULOPGL�RaQ�T�N<VrgvLje�æ�XZQ/o�X?WOR�cU]dijN$Q/e<Q\TUQ��KWYX?WYb
QMe�´ ]dghWYb
QSR���_�W�~��SR�º{Q�c���L�§�WV��]M�_î Á ï^o�cUQ�V$e<Q�Vjc
�SQ�c�cUQ ¶ALOT�g}N<X?WYc�]ZLOV½¡>N<V!TUQ��KWYX?WYb
Qzg}N<Xdc�]�®4TUoSRULOXdN<c�]ZLOV|��*G�<T�]ZR�cUQ�V$RUQ�V�î J�� ï=Wte<o�gvLOVjc�TUo�ijN$QBPGLON<T/e<QSR
e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$RM]dgfPGLOT�caWYV^cUQSR0LOV!PGQ�N<c0W�§
LO]dTMe<QSRO����WYV<b
Q�gvQ�VjcUR�e$WYV$R/X?WtcULOPGLOXZLOb�]ZQ,e<QSR/]dghWYb
QSRMe	�$R
WYN\�SLjQ©è¿��]ZQ�Vjc/e<Q�e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOVhXd]dV$oKWY]dTUQ3� � XCP<TaLOPGL�RUQBe<LOVT�0N<VvgvLje�æ�XZQ �$N<]Ze<QBe<Q0TUQ��KWYX?WYb
Qze�´ ]dghWYb
Q
Q�c"X«´qWYP<P<Xd]ZijN$QBWYN7ª}]dghWYb
QSR$� � � eCN)�SQ�TW§
QKWYN7ª�� ¦ QMgvLje�æ�XZQ�e<QMX?Wzgvo��KWYV<]ZijN$Q�e<QSR"gf]dXd]ZQ�N7ª&�SLOVjc�]dVjN$R
QSR�cBe<o���T�]dcBP�WYTBX?WuTUQ�X?WYc�]ZLOVyixN<]+Q©ªC]ZR�cUQ{Q�Vjc�TUQ¹Á&¶4WV��cUQ�N<TUR�
§
LO]dT ¨$b�N<TUQ J7��� P�WYb
Q ¸7� ³H»

XMI �J�$J7���l�¿£>o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV�e�´ N<V�o�XZo�gvQ�V^cBe<Qq§xLOXdN<gvQ>RaWYV$R�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc_¡}bxWYNT���$Q{Q�cBW�§
Q��>e<o�P<X?W.®
�SQ�gvQ�Vjc_¡feCTULO]dcUQ3�

• XZQ{����WYgfP e<Q�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�V^c�®
U

W�§
Q���XZQSRpc�TULO]ZR��SLOgfPGL�R�WYVjcUQSR�R�N<]�§OWYV^cyXZQSRpc�TULO]�ª W.ª<QSR
(U1, U2, U3)

��£{WYV$RuXZQ½�KWORfL�� ]dX�V�´ º WyP�WORve<Q�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�V^c� `XZQ½����WYgfP
U
QSRUcfe	� N<V<]�®

ijN$Q�gvQ�Vjc_¡�X?Wfe<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV��
• XZQSRC�SLOVjcUTaWY]dVjcUQSRzijN<]+R�´�Q`ª<Q�TW�SQ�VjczR�N<TBXZQ�RBP�WYT�c�]M��N<XZQSR�eCN$QSRzWYN7ªÂ¶ALOTW�SQSRBQ©ªCcUQ�T�V$QSR� LOV�eC]ZR�c�]dV<b�N$Qte<Q�N7ª�caº^PGQSRBe<Q¹�SLOVjc�TaWY]dVjcUQSR�»

��V$LOT�ghWYXZQSR�)P�WYTaWYXdXMæ�XZQSR,WYN7ª�W.ª<QSR`³p®
σii, i = 1..3� e<Q���]ZRaWY]dXdXZQ�gvQ�Vjcl®

σij , i 6= j, i, j = 1..3

• XZQSRJ¶ALOTW�SQSRBijN<]+R�´�Q©ª<Q�TW�SQ�Vjc�» F : R3 7−→ R3
 
F = [f1 f2 f3]

T   Fi : R3 7−→ R
 
i = 1..3

• XZQSRBe<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R�Q�cBRUN<T�cULON<cBXZQ>b�TaWOeC]ZQ�Vjc�eCN�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc�V$LOcUo eij = ∂Ui
∂xj�

eii
®\X«´qWYXdXZLOV<b
Q�gvQ�Vjc�P�WYTBN<V<]dcUote<Q>X?WYT�b
Q�N<TzP�WYTaWYXdXMæ�XZQ�gvQ�V^cq¡uX1´qW.ª<Q

Oxi�
eij
®�TULOcaWYc�]ZLOVX§xQ�TUR

Oxi
e�´ N<V�o�XZo�gvQ�Vjc"Xd]dV$oKWY]dTUQ/P�WYTaWYXdXMæ�XZQ ¡�X«´qW.ª<Q

Oxj
)TaLOcaWYc�]ZLOVuQ©¬=Q���c�N$oSQ

WYN<cULON<Tze<Q
Oxk)¦ Q{cUQ�V$RUQ�N<Tze$Q��SLOVjc�TaWY]dVjcUQSR�R�º^gvo�c�T�]ZijN$QSR

σ
QSRUcBe<LOV<V$o{P�WYTBX?WX¶�LOT�g}N<XZQtR�N$]�§�WYVjcUQ\»

σ =



σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33




¦ Q{cUQ�V$RUQ�N<Tze$Q{e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV
εij

QSRUcBe<o©¨$V<]dcl�SLOgfgvQrR�N<]dc�»

®G¸7�H®
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εij =
1

2
(eij + eji +

∑

k

(ekiekj))

�^LON$R1X«´ �,ºjPGLOc��TæSRUQ�e<Qpe<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$R�Q�c1TULOcaWYc�]ZLOV$R1]dV7¨$V$] gvQ�V^c�PGQ�c�]dcUQSR� 0LOV PGQ�N<c"¶4WY]dTUQ�N<V$Q
WYP<P<TUL�ªC]dghWYc�]ZLOV�Xd]dV$oKWY]dTUQre<Q{X?W�¶ALOT�g}N<XZQ¹��]�®8e<QSRUR�N$R�»

εij =
1

2
(eij + eji)

�"LON<T/N<V"�SLOT�P$R�]ZRULOc�TULOPGQX�ixN<]GW{XZQSR�g\·�gvQSR�P<TULOP<T�]Zo�cUoSR/P��,º^R�]ZijN$QSR�e$WYV$R�cULON<cUQSR/XZQSR�eC]dTUQ���c�]ZLOV$R
WYN<cULON<T�e�´ N<V�PGLO]dVjc`³0LOV�eC]ZR�PGL�RUQte<QSRBoSijN�WYc�]ZLOV$Rze<Q ¦ WYgvo\î �3� ïp»

σij = λδijεkk + 2µεij

δij
®\cUQ�V$RUQ�N<TBN<V$] cao¿�R�ºjg�lGLOXdQte<Q �>TULOV$Q����xQ�T`³

δij 	

{
= 1 si i 6= j
= 0 si i = j

λ
Q�c
µ
RULOVjcBeC]dcURl�SLjQ©è¿��]ZQ�VjcUR�e<Q ¦ WYgvo

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν , µ =
E

2(1 + ν)


 ®\gvLjeCN<XZQro�X?WOR�c�]ZijN$Q{e�´ �/LON<V<ba�
ν
®�gvLjeCN<XZQte<Q{T�]db�]ZeC]dcUorLONkXZQ¹�SLjQ©è¿��]ZQ�Vjc�e<Q¹�"LO]ZRURaLOV

¦ QSR §OWYTU]ZWYcU]dLOV�RBR�P�WYcU]ZWYXZQSRze<QSRC�SLOVjc�TaWY]dVjcUQSRze$WYV$R�N$V��SLOT�P$RBQ�c�XZQSRzWV���So�XZo�TaWYc�]ZLOV$R�e<QSRBo�XZo�gvQ�VjcUR
e<Q�§
LOXdN<gvQte<LO]�§xQ�VjcC§xo�T�]�¨�Q�TBX«´�oSixN�WYc�]ZLOV�¶ALOV$e$WYgvQ�VjcaWYXZQ¿»

Fi = m
d2xi
dt2
−
∑

j

∂σij
∂xj

AJ7����Á;³

� ®�X?W�ghWORaRUQ{eCNÃ�SLOT�P$RzQ�V�gvLON�§xQ�gvQ�Vjc
£>WYV$RMXZQ_�KWOR0L��!XZQq�SLOT�P$R0QSR�cMQ�V�oSixN<]dXd]dl<TUQ,RUcaWYc�]ZixN$Q&)P�WOR0e<Q�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc� Y~�N$R�cUQzX?Wre<o©¶ALOT�ghW.®

c�]ZLOV�³MX«´�oSijN�WYc�]ZLOV J7����Á P<TUQ�V$ekX?W�¶ALOT�gvQ\»

Fi = −
∑

j

∂σij
∂xj

AJ7����±e³

à Vve<o�§xQ�XZLOP<P�WYVjc\X?W_¶�LOT�g}N<XZQ J7����± Q�V&¶AWY]ZRaWYVjc`]dVjcUQ�T�§xQ�V<]dT`XZQ ����WYgfPhe<Q�e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV
u
LOVfPGQ�N<c

X«´�o���T�]dTUQrRULON$R�X?WX¶�LOT�gvQ\»

F = −(λ+ µ)grad(div U)− µ ·∆U AJ7���K�e³

�8X+Q©ªC]ZR�cUQ{e<QSR §xQ�TUR�]ZLOV$RBRU]dgfP<Xd]�¨�oSQSR�î �3� ï(e<Q¹�SQ�cUcUQH¶�LOT�g}N<X?WYc�]ZLOV~�SLOgfgvQtP�WYTzQ©ªCQ�gfP<XZQ¿»

• XZQ�gvLje�æ�XZQ ¦ WYP<X?WV��]?WYV �LON�gvQ�g}l<TaWYV$Q�³© ML�� LOV�V$o�b�Xd]db
Q�XZQSR!Q©¬=Q�cUR"��TULO]ZRUoSR!e<N WYN�cUQ�T�gvQ

grad(div U)
»
F = −∆U

• XZQ>gvLje�æ�XZQtl<]�®«��WYT�gvLOV<]ZixN$Q}LONu�8P<X?WOixN$Q©®4gf]dVT�SQ©�¿» F = −µ ·∆2U¦ ´qWYV�WYXZLOb�]ZQhQ�V^c�TUQfXZQfTUQ��SWYX?WYb
QvV$LOVnT�]db�]de$QvQ�ctXZQSR{gvLje�æ�XZQSR}ixN<]�R�´ ]dV$R�P<]dTUQ�Vjcre$QuX?W�gvo��KWYV<]ZixN�Q
e<QSRBgf]dXd]ZQ�N�ª½�SLOVjc�]dVjN$RzPGQ�N<cl·�c�TUQtR�º^Vjc��$o�c�]ZRUo>P�WYTBXZQ{caWYl<XZQKWYN�RUN<]�§OWYVjc�»

®G¸�J�®



�<	��C	���� �Y� ��� �	����� � � � 
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� à *M[ �� 
qâ à £ à � � � ¦ � à âz� * � q¢%� _â�� � à *M[ ¦ [z� à £�� �j� � �y[,_ ¦�à
*MLOT�P$Rze<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ � ghWYb
Qte<Q>TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQ��
*MLOT�P$Rze<o©¶ALOT�gvo � ghWYb
QtLOlC~�Q�c	�
*G��WYgfPye<QSRJ¶ALOTW�SQSR�
 �`V$Q�T�b�]ZQre<QtR�]dgf]dX?WYT�]dcUo �YeC]ZRURU] gf]dX?WOT�]dcUo

E1*MLOVjcUTaWY]dVjcUQSR
σ

�`V$Q�T�b�]ZQre<Q{TUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOV
E2��ixN�WYc�]ZLOV J7����Á e<Q{X«´�oSixN<]dXd]dl<TUQrR�caWYc�]ZijN$Q *MLOgfP<TULOgf]ZR�Q�Vjc�TUQtXZQ�Rze<Q�N7ªkQ�V$Q�T�b�]ZQSR

E1
Q�c
E2*G��WYgfP$R�e<Q{e$o�P$XZWV�SQ�gvQ�V^c_â *G��WYgfP$R�e<Q{e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc&�LON�e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV�³Câ

*G�<T�]ZR�cUQ�V$RaQ�V~î J�� ï=W>P<TULOPGL�RUozN<VvgvLje�æ�XZQ�e<QBTUQ��KWYX?WYb
Q�e<o©¶�LOT�ghWYl<XZQ��$N<]Ze<Q�W.¨�Vhe�´�WYP$PGLOT�cUQ�T/N<V$Q
RULOXdN<c�]ZLOV1WYNhP<TULOl<XMæ�gvQ�e�´�QSRUc�]dghWYc�]ZLOV1e<Qze<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$R/X?WYT�b
QSR��x[zNhXd]ZQ�N!e<QBTUo�b�N<X?WYT�]ZRUQ�T/XZQC����WYgfP�R
e<Qhe<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV� "LOVnTUo�b�N<X?WYT�]ZRUQ!XZQ¿����WYgfP¥§^]dcUQSRURUQ

V
 
V = du

dt

� à V�RU]dgfP<Xd] ¨GWYVjc}X?W��SLOgfP<XZQ©ªC]dcUo
eCN�gvLON�§xQ�gvQ�Vjc �$N<]Ze<Q{Q�c�LOVk]db�V$LOTaWYVjcBX?W}P<TUQSRUR�]ZLOV�Q©ª<Q�TW�SoSQ{e$WYV$R0XZQ �$N<]Ze<Q3 <LOVkLOl<cU]dQ�V^c�X?W}g\·�gvQ
oSixN�WYc�]ZLOV J7����± P�WYb
Q ¸�J W�§
Q��>XZQ�����WYgfP�e<Q{e<Q{e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV�TUQ�gfP<X?WV�So{P�WYT�XZQ�����WYgfP�e<QH§j]dcUQSRaRUQ3�

F = −(λ+ µ)grad(div V )− µ ·∆V AJ7����°3³

 d� � nqp � i�� �Bt ��p"� ��� �"! & iekmr

+�ÅMÑ^ÅðÄ �HË����DÈ7�pÉl4�� �^Ì
¦ Q �$N7ªrLOP<c�]ZijN$Q/QSR�c(N<V$QG��X?WORURUQ/e<Q\gvo�c��$Lje<QSR.ijN<]jQSR�c�]dgvQ�N<V�����WYgfP�e<Q/e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOVue<Q�V$RUQ3� � X

QSR�c`R�N<T�cULON<c`N<c�]dXd]ZRUo�e$WYV$R\e<QSR`RUoSijN$Q�VT�SQSR`e�´ ]dghWYb
QSR^§j]Ze<oSL>PGLON<T\QSR�c�]dgvQ�T\e<QSR#¶4WY]dl<XZQSR`e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R��
£>WYV$R��SQ�c�cUQ}P�WYT�c�]ZQuLOVi§OW!RUQ}TUoSeCN<]dTUQ)¡hN<V$Que<QSRW��T�]dP<c�]ZLOV�RUNT����]dVT��cUQue<Q}X«´qWYP<P<TUL;���$QfeC]�¬&o�TUQ�Vjc�]ZQ�XdXdQ
eCN �$N7ª LOP<c�]ZijN$Q�W.¨$V e�´ ]dVjc�TULjeCN<]dTUQ�Q�V$RUN<]dcUQ1X«´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQ�e<Q¿� e<o�gvLOV$R��1P<TULOPGL�RUo1P�WYT)¢J�<]dT�]ZLOV��
£,QSR>o�c�N$e<QSR>Q©ª,��WYN$RUc�]�§
QSR>R�N<T�XZQSR,eC]�¬&o�TUQ�VjcUQSR,cUQ����<V<]ZijN$QSR)�eC]�¬&o�TUQ�Vjc�]ZQ�XdXZQSR� �¶�TUoSijN$Q�Vjc�]ZQ�XdXZQ�R� �l�WORUoSQSR
R�N<TtX?W��SLOT�TUo�X?WYc�]ZLOV�³te�´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQSRue<Q �$N7ªsLOP<c�]ZijN$Q!WY]dV$R�]/ixN$QhR�N<TtXZQ�N<TUR��SLOgfP<XZQ©ª^]dcUoSR}PGQ�N�§xQ�Vjc
·�c�TUQ{c�TULON�§
oSRze$WYV$Rz_0WYT�TULOV¥î �   ¾ ï(LON���T �j]ZR��rQ�c�*/X?WYT�ºCRURUQ)î °VÀ ïð�

�,LOT�VpQ�c��,���jN<VT���¥î Ág¾ ï.LOVjc,]dVjc�TULjeCN<]dc>X?WvV$LOc�]ZLOV�e<Q �$N7ª�LOP<c�]ZijN$Q�e$WYV$R�XZQ��KWOeCTUQ�e<Q}gf]ZRUQ}Q�V
�SLOT�TUQSR�PGLOV$e$WYVT�SQ>e�´ ]dghWYb
Q,Q�V!XZQze<o©¨$V<]ZRaRaWYVjcO�SLOgfgvQ,o�caWYVjc/N<VÂ����WYgfP�e<Ql§j]dcUQSRaRUQzixN<]�c�TaWYV$R�¶ALOT�gvQ
N<V$Qh]dghWYb
Q1e$WYV$R�N<V$Q1WYN<c�TUQ�WYN RaQ�] V e�´ N<V$Q1RUoSixN$Q�VT�SQ1e�´ ]dghWYb
QSR�� ¦ ´ �,ºjPGLOc��TæSRUQ"¶AWY]dcUQ!QSRUc}ijN�´ N<V
g\·�gvQ�PGLO]dVjc/P��,º^R�]ZijN$QzV$Q_����WYV<b
Q�P�WORMe�´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUo{WYNÂ�SLON<TURMeCN1cUQ�gfP$R� xXZQ�PGLO]dVjc/bxWYTUe<Q�X?Wtg\·�gvQ
]dVjcUQ�V$R�]dcUote�´ N<V$Qt]dghWYb
Q�¡�X«´qWYN<c�TUQ¿»

dI(x)

dt
= 0,

W�§
Q��
I(x)

]dVjcUQ�V$R�]dcUoteCN�§xL�ªCQ�X
x
e<Q{X«´ ]dghWYb
Q �`�

à V�R�N<P<PGL�R�WYVjchijN$QkXZQSRv]dVjcUQ�V$RU]dcUoSR!e<QSRvPGLO]dVjcURhV$Q�����WYV<b
Q�Vjc!P�WORhQ�V ¶�LOVQ��c�]ZLOV e<QkXZQ�N<T!e<o©®
P<X?WV�SQ�gvQ�VjcUR� =V$LON$R>PGLON�§
LOV$R{e<oSeCN<]dTUQuXZQSR{e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcURte�´�LOlC~�Q�cUR¹¡hP�WYT�c�]dTte<QSRq§�WYT�]?WYc�]ZLOV$R{e<Q�X?W
eC]ZR�c�T�]dl<N<c�]ZLOVkR�P�WYc�]?WYXZQ,e<QSRM] V^cUQ�V$R�]dcUoSR0Q�Vjc�TUQ�XZQSR/]dghWYb
QSR ¡rTUQ��KWYXZQ�T�� à V�e<o©¨$V$]dRaRaWYVjc

I(x, t)
�SLOgfgvQ

X«´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUo,WYNhPGLO]dVjc
x = (x, y, z)

¡{X«´ ]dV$R�caWYVjc
t
 
XZQBg\·�gvQzPGLO]dVjc0WYN<TaW�¡{X«´ ]dV$R�c�WYVjc

t+ δt
X?W{g\·�gvQ

]dVjcUQ�V$R�]dcUo3����V�V$LOcUQrW�§xQ��
δx = (δx, δy, δz)

XZQte<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjcl¶AWY]dl<XZQrWYN<cULON<TzeCN�PGLO]dVjc
x
�

I(x, y, z, t) = I(x+ δx, y + δy, z + δz, t+ δt)

�^LON$R�X«´ �;º^PGLOc��TæSRUQ�e<QBX?WteC]�¬&o�TUQ�Vjc�]?WYl<]dXd]dcUo,R�P�WYc�]ZLÛ®4cUQ�gfPGLOTUQ�XdX?Q,e<QBX«´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUozXdN<gf]dV$Q�N$RaQ3 ^WYP<TWæSR
N<Vye<o�§xQ�XZLOP<PGQ�gvQ�Vjc{Q�VyRao�T�]ZQ�¢"W�º^XZLOT�Xd]dgf]dcUoX¡vX«´�LOTUeCTUQÂ�re<Q

I(x + δx, y + δy, z + δz, t + δt)
LOV

LOl<c�]ZQ�Vjc�»

∂I(x, t)

∂x
· δx+ ∂I(x, t)

∂y
· δy + ∂I(x, t)

∂z
· δz + ∂I(x, t)

∂t
· δt = 0 AJ7����¾e³

®G¸3¸X®
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¦ WfP<TaQ�gf]Mæ�TUQ�oSijN�WYc�]ZLOVpe<Q��SLOVjc�TaWY]dVjcUQ�eCN �$N7ª�LOP<c�]ZijN$Q}QSR�c�LOl<cUQ�VjN$Q}Q�VpeC]�§j]ZR�WYVjczX«´�oSijN�WYc�]ZLOV
��]�®8e<QSRUR�N�R�P�WYT

δt
»

ξc(x) = Ix · u1 + Iy · u2 + Iz · u3 + It , ξc(x) = 0
AJ7����Àe³

W�§
Q��\»

• Ix =
∂I
∂x

 
Iy =

∂I
∂y

 
Iz =

∂I
∂z

�SLOgfPGL�RaWYVjcUQSR�eCNkb�TaWOeC]ZQ�Vjc�R�P�WYc�]?WYX+e<Q{X«´ ]dghWYb
Q �`  ∇I
• It =

∂I
∂t

 Cb�TaWOeC]ZQ�VjczcUQ�gfPGLOTUQ�X�e<Q{X«´ ]dV^cUQ�V$R�]dcUo

• ��V�V$LOcUQrW�§
Q�� u1(x) = δx
δt

 
u2(x) =

δy
δt

 
u3(x) =

δz
δt

XZQSRC�SLOgfPGL�RaWYVjcUQSRzR�N<]�§�WYVjcUQSR0XZQSR�c�TULO]ZR
W.ªCQSRBe<Q{X?WX§^]dcUQSRURUQ{e<Qte<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcUR�eCN�§xL�ªCQ�X

x
�

�j]�LOV RUQ1P<X?WV�SQke$WYV$RfXZQ½�KWORfe�´ N<V TUQ��KWYX?WYb
Q�e<QSRve<Q�N7ª ]dghWYb
QSRvLOV PGQ�N<cfgvQ�c�c�TUQ
δt = 1

Q�c
e<LOVT�>LOV½�KWYXM��N<X?WYVjc�XZQSRO§^]dcUQSRURUQSRMe<Q>e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjczLOV�LOl<c�]ZQ�VjcBeC]dTUQ���cUQ�gvQ�Vjc�XZQSR0e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcaRBe<QSR
PGLO]dVjcUR��

¦ W�e<Q�N7ª^]Mæ�gvQ)�;º^PGLOc��TæSRUQfeCN �$N7ª�LOP<c�]ZixN$QfQSRUc{ixN$QuXZQ&����WYgfPne<Q&§j]dcUQSRURaQX§OWYT�]ZQfe<QughWYV<]Mæ�TaQ
Xd]ZRURUQ0P�WYT�cULON<c/e$WYV$R`X«´ ]dghWYb
Q3�g£>LOVT�3 �N<V$QBe<Q�N7ª^]Mæ�gvQl��LOV^c�TaWY]dVjcUQzQSR�c`]dVjc�TULjeCN<]dcUQ�W.¨$Vhe<Q0TUQSR�c�TUQ�]dV$eCTaQ
XZQMe<Q�b�TUo0e<QG����WYV<b
Q�gvQ�Vjc\Q�Vjc�TUQMXZQSR�P<]�ª<Q�XZR#§
LO]ZR�]dV$R �oSixN�WYc�]ZLOV J7�qJ�� ³G».�3´�QSR�c"X?W_�SLOVjc�TaWY]dVjcUQ�e<Q/X ]ZRaRaWYb
Q
eCN �$N7ªkLOP<c�]ZixN$Q3�

ξ2s (x) =
3∑

i=1

(
∂ui(x)

∂x

)2
+

(
∂ui(x)

∂y

)2
+

(
∂ui(x)

∂z

)2 AJ7�qJ��e³

¦ QSRMcUQ�T�gvQSR�e<Q,X?W¹¶�LOT�gvQ ∂u
∂x

TUQ�P<TUoSRUQ�VjcUQ�Vjc�XZQSRJ�SLOgfPGL�RaWYV^cUQSR�eCN�b�TaWOeC]ZQ�Vjc�R�P�WYc�]?WYX&eCNu§
Q���cUQ�N<T
e<Qte<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc��

�zQ��KWYXZQ�TBe<Q�N7ª1]dghWYb
QSR�P�WYT�X?W�gvo�c��$Lje<Qte<Q �$N7ª�LOP<c�]ZijN$Q>TUQ�§j]ZQ�Vjc_¡�QSR�c�]dgvQ�TzQ�V�����WOijN$Q>PGLO]dVjc
e<Q{X«´ ]dghWYb
Q

δx
ixN<]&gf]dV<]dgf]ZRaQ{X«´�oSijN�WYc�]ZLOV J7�qJ7� »

E =
∑

x∈Ω

(ξ2c (x) + α · ξ2s (x)), α > 0
AJ7�qJ7��³

α
QSRUc�N<VÃ�SLxQ©è¿��]ZQ�Vjc,e<Q>PGLOV$e<o�TaWYcU]dLOVpQ�Vjc�TUQ{XZQSRze<Q�N7ª�cUQ�T�gvQSR�

ξc
Q�c
ξs
³©�

�zV�TUQ�ghWYTUijN$Q>ixN$Q�X«´�Q©ªCP<TUQSRUR�]ZLOVke<Q
ξ2c
QSR�c0Q�V"¶4WY]dcMN<V$Q>WYP<P<TUL�ªC]dghWYc�]ZLOV�WYN1P<TUQ�gf]ZQ�TBLOTUeCTUQ>eCN

��T�]dcWæ�TUQre<Q{R�]dgf]dX?WYT�]dcUoX��*O£ e<o©¨$V<]j¡�X?WuP�WYb
Q Je° �

+�ÅÖÑ^Å + �CÌ�Ò��eÎkÌ�/ È|ÓGÒ��
¦ QSR�¶ALOTW�SQSRue<Q1e<Q�gvLOV$RuP$TULOPGL�RUoSQSRuP�WYT&¢J�<]dT�]ZLOV î �3�K� ï�RULOVjc�N<V$Q�o�§
LOXdN<c�]ZLOV e<Q!X?W�P<TUQ�gf]Mæ�TUQ

�SLOVjc�TaWY]dVjcUQkeCN �$N7ª�LOP<c�]ZijN$Qi�oSijN�WYc�]ZLOV J7����À ³©� ¦ ´ ]Ze<oSQ�QSR�c�e<QÂ���$Q�TW����Q�TvQ�V ����WOixN$QÂ§
L�ª<Q�X
x
e<Q

X«´ ]dghWYb
Q
I
RULOVÃ�SLOT�TUQSR�PGLOV$e$WYVjc

x+ U(x)
e�WYV$RB]dghWYb
Q

J
e$WYV$RBXZQtRUQ�V$RBeCN�b�TaWOeC]ZQ�Vjc,R�P�WYc�]?WYX(e<Q

IQ�c�e�´ N<V�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjczP<TULOPGLOT�c�]ZLOV<V$Q�Xj¡�X?W�eC]�¬&o�TaQ�VQ��Qte<QSR0]dVjcUQ�V$R�]dcUoSRBe<QSR�e<Q�N7ª1PGLO]dVjcUR�� ¦ Q��KWYXM��N<X
e<Qu¶�LOTW�SQSRvQSRUcfgf]ZR¿¡!~�LON<T¿¡i����WOijN$Q�o�caWYPGQ

i
e�´ N$V P<TUL;�SQSRaR�N$Rf]dcUo�TaWYc�]�¶���*MQ�X?W�PGQ�T�gvQ�c!WYN$RaR�]Be<Q

TUQ�c�TULON�§xQ�Tze<QSRBb�TaWYV$e<QSRze<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$RzQ�V^c�TUQ{XZQSR�]dghWYb
QSR��
*MLOgfgvQse$WYV$RkXZQk�KWOR�eCN �$N7ª LOP<c�]ZixN$Q3 �XZQSRu¶ALOTW�SQSRke<Qse<Q�gvLOV$R�R�´qWYP<P<N<]ZQ�Vjc�R�N<TkX?W g\·�gvQ

�;º^PGLOc��TæSRUQ�e<Q��SLOV$RUQ�T�§OWYc�]ZLOV�e�´ ]dVjcUQ�V$R�]dcUo3� ¦ WpP$TUQ�gf]�æ�TUQÃ�SLOV^c�TaWY]dVjcUQ�e<Q �$N7ª LOP<c�]ZijN$QkPGQ�N<c�®ð·�c�TUQ
o���T�]dcUQtQ�VÃ����WOijN$Q�§
L�ª<Q�X+RULON$R�X?WX¶�LOT�gvQ\»

∇I(x)u(x) = −dI(x)
dt

AJ7�qJ�Je³

�^LON$R�X«´ �;º^PGLOc��TæSRUQ�e<Q�e<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$Rq¶4WY]dl<XZQSR,Q�Vjc�TUQ}X«´ ]dghWYb
Que<Q}TUo©¶�o�TUQ�VT�SQ
I
Q�c,X«´ ]dghWYb
Q

J
 �LOV

PGQ�N<c"¶AWY]dTUQ�X«´qWYP<P<TUL�ªC]dghWYc�]ZLOV
dI(x)/dt = I(x) − J(x + U(x)

�G£>LOVT��XZQ�¶ALOT�g}N<XZQ J7�qJ�J PGQ�N<c
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�<	��j	������ ��
^���	�	�� 
���� 
<�����K��!���	�	����

R�´�o���T�]dTUQtRULON$R�X?WX¶�LOT�gvQ\»

u(x) =
I(x)− J(x+ U(x))

‖ ∇I(x) ‖2 ∇I(x) AJ7�qJ3¸e³

�.WYT��SLOVjc�TUQ/X?W ¶�LOT�g}N<XZQ J7�qJ3¸ QSR�c�]dV$R�caWYl<XZQ/PGLON<T"e<Q^¶4WY]dl<XZQSR�b�TaWOeC]ZQ�VjcUR.Q�c"e<LOVT�MQ�XdXZQ/QSR�c�TUo�V$LOT�ghW.®
Xd]ZRUoSQ3� ¦ W�¶�LOT�g}N<X?WYc�]ZLOV�e<QSRp¶�LOT���QSRMe<o�gvLOV$R/P<TULOPGL�RaozP�WYTO¢J�<]dT�]ZLOV�î �3�K� ï=Q�RUc/e<LOV<V$oSQ�P�WYT/X1´�oSijN�WYc�]ZLOV
J7�qJÛÁ »

u(x) =
I(x)− J(x+ U(x))

‖ ∇I(x) ‖2 +(I(x)− J(x+ U(x)))2
∇I(x) AJ7�qJÛÁ;³

¦ Wi¶�LOT�g}N<XZQÃ��]�®8e<QSRUR�N$RvPGQ�T�gvQ�c!e�´�LOl<cUQ�V<]dT!e<QSR\§xQ���cUQ�N<TURhe<QkV$LOT�gvQ�lGLOT�V$oSQ�P�WYTÃ� �OJ 
�SQ�c�cUQ
§OWYXZQ�N<Tze$WYV$RBV$LOc�TUQ¹�KWORl��LOTUTUQSR�PGLOV$eÃ¡uX?W�caWY]dXdXZQre�´ N<V�e<Q�gf]�§xL�ªCQ�Xc³O�KWYT�»

[(I − J)− ‖∇I‖]2 ≥ 0
e�´�L�� »

1

2

∇I
‖∇I‖ ≥

(I − J)

(I − J)2 + ‖∇I‖2
· ∇I

£{WYV$RhXZQSRhgvo�c��$Lje<QSR�e<Q�TUQ��KWYX?WYb
Qpe<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ�]dgfP<XZo�gvQ�VjcUoSQKR� /V$LON$R�W�§
LOV$RhN<c�]dXd]ZRUo~�SLOgfgvQ
�SLOgfgvQ\��T�]dcWæ�TUQhe<QfR�]dgf]dX?WYT�]dcUovX?W"¶ALOT�g}N<X?WYc�]ZLOVnP<TULOPGL�RUoSQfP�WYT"*0WV���<]ZQ�T}Q�crWYX«�^î �K�   ¾3¸ ïq�oSixN�WYc�]ZLOV
J7�qJ3± ³BWORURaL;��]do�¡veC]�¬&o�TUQ�VjcUQSR,o�V$Q�T�b�]ZQ�R,e<QtTUo�b�N<X?WYT�]ZR�WYc�]ZLOV��'*MQ�c�cUQ�¶ALOT�g}N<X?WYc�]ZLOVyPGQ�T�gvQ�c,e�´qW�§xLO]dTzN<V
WYXdb
LOT�]dc��<gvQve<QuTUQ��KWYX?WYb
QfTaWYP<]Ze<Q3��� XZR>]dVjc�TULjeCN<]ZRUQ�VjctXZQuP�WYTaWYg\æ�c�TUQ

α

α > 0

³,W.¨$Vse<QuPGQ�T�gvQ�c�c�TUQ
e�´qW�§
LO]dTMe<QSR�lGLOT�V$QSRp§�WYT�]?WYl<XZQSR�PGLON<T/XZQSR/e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�Vjc0QSR�c�]dgvoSRO¡te<QSR/Q�V$eCTULO]dcURMe<Q ¶4WY] l$XdQzb�TaWOeC]ZQ�Vjc��

ui(x) =
I(x)− J(x+ Ui−1(x))

‖ ∇I(x) ‖2 +α2(I(x)− J(x+ Ui−1(x)))2
∇I(x) AJ7�qJ3±e³

£{WYV$R\X?W{X ]dc�cao�T�WYc�N<TUQ3 xX«´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQ�e<Qze<o�gvLOV$R/e<oSR�]db�V$QBX«´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQ�]dcUo�TaWYc�]�¶+e<QBgf]ZRUQBQ�V"�SLOT�®
TUQSR�PGLOV$e$WYVT�SQ,V$LOV!T�]db�]Ze<Q,e�´ ]dghWYb
QSRMN<c�]dXd]ZR�WYVjcMXdQSRG¶�LOTW�SQSRMe<Q�e<o�gvLOV$RJ�SLOgfgvQH��T�]dcWæ�TUQ,e<Q�R�]dgf]dX?WYT�]dcUo
Q�c}XZQ¿¨$Xdc�TUQ1bxWYN$RUR�]ZQ�V PGLON<T�XZQ!Xd]ZRURaWYb
Q1e<QÂ����WYgfP$Rfe<Q!e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV�� *0WV���$]dQ�TfQ�cfWYX«��î �K�   ¾3¸ ï�e<o©®
gvLOVjc�TUQ�Vjc�ijN$QzX«´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQ{e<Q,e<o�gvLOV$R�QSR�cMP<TUL;���$Q,e�´ N<V$Q>e<QSRW�SQ�VjcUQ>e<Q�b�TaWOeC]ZQ�VjcC¡rX«´�LOTUeCTUQ>e<Q�N7ª
e�´ N<V���T�]dcWæ�TUQÃ��*O£&� ¦ W�RUQ���c�]ZLOV J7�0°,�]¸ e<o���T�]dcfXdQSRfRW���$o�ghWORve�´ ]dgfP<XZo�gvQ�VjcaWYc�]ZL�V�e<QSRvWYXdb
LOT�]dc��<gvQSR
N<c�]dXd]ZRUoSR/PGLON<TMXZQzTUQ��KWYX?WYb
Q,e<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ,N<c�]dXd]dR�WYVjcMXZQSRp¶�LOTW�SQSRMe<Q�e<o�gvLOV$R0Q�cMe<] ¬&o�TUQ�VjcUQSR0o�V$Q�T�b�]ZQSR0e<Q
TUo�b�N<X?WYT�]ZRaWYc�]ZLOV��

 d�� � �enqt��"� �Btqi k �"��r � !$# i%�'&(� �BtFiekmr

à VuWYl$RUQ�VT�SQMe<Q\TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQMWYl$RULOXdN$Qq���b
LOXde7®8R�caWYV$e$WYTUe���³© YX?WC§OWYXd]Ze$WYc�]ZLOVueCN}TUQ��SWYX?WYb
QMe<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ
QSR�c`N<V�Q�ca�V���$QzeC]�è¿��]dXZQzQ�c�e<o�Xd]M�KWYcUQ3�/� X$Q©ªC]ZR�cUQBixN$Q�XZijN$QSR/WYP<P<TUL;���$QSR_î ±�J ïð �V$LOcaWYgfgvQ�Vjc/X?W{e<o©¨$V<]dc�]ZLOV
eCN���l<TULOV<�KQ�R�caWYV$e$WYTUe��i)l�WORUo1RUN<T}X«´qWYV�WYX�ºCRUQ1e�´ N<V Q©ª^PGQ�T�c©³© �X«´ N<c�]dXd]ZRaWYc�]ZLOV e<QSRue<LOV<V$oSQSRuRWºjVjc��$o©®
c�]ZixN$QSR� `e<QSR&¶4WYVjc�	OgvQSR� `e<QSRf]dV7¶�LOT�ghWYcU]dLOV�RvTUoSQ�XdXdQSR~)PGLO]dVjcURhe<Q½�SLOVjc�T�	OXZQ����$LO]ZR�]ZRfP�WYTfN<V Q©ªCPGQ�T�c� 
�SLOVjcULON<TURze<QSRzLOT�bxWYV$QSRzQ�cze<Q>X?Wuc�N<gvQ�N<T� �Q�cW�3�0³©�

¦ W�R�]dg}N<X?WYc�]ZLOV WYT�c�]�¨Q��]ZQ�XdXZQye<Qke<LOV<V$oSQSR"�SLOV$R�]ZR�cUQÃ¡pb
o�V$o�TUQ�T!e<QSR\����WYgfP$R!e<Qke<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R
�SLOV<VjN$R���*MQSR ����WYgfP$RBR�ºjV^c��$o�c�]ZixN$QSR�RUQ�TULOV^c0X?W}TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQ>PGLON<T�X«´�o©§�WYXdN�WYc�]ZLOV�e<QSR ����WYgfP$RBQSR�c�]dgvoSR
P�WYT\TUQ��KWYX?WYb
Qze<o©¶ALOT�ghWYl<XZQ3� ¦ ´qWYXdb
LOT�]dc��<gvQ�e<Q�TaQ��KWYX?WYb
Q�e<o©¶�LOT�ghWYl<XZQ�QSR�c/WYP<P<Xd]ZixN$ozQ�Vjc�TUQBXZQSR\]dghWYb
QSR
e<Q�TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQpQ�c1XZQSR1]dghWYb
QSR�LOl<cUQ�VjN$QSR�P�WYT1e$o`¶ALOT�ghWYc�]ZLOV W�§xQ���XZQSRu����WYgfP$R1b
o�V$o�TUoSR�� à V$R�N<]dcUQ3 
LOVk�SLOgfP�WYTUQfXZQSR�����WYgfP$Rte<Que<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV �KWYXM��N<XZoSR{P�WYT{TUQ��KWYX?WYb
Qfe<o©¶ALOT�ghWYl<XZQhW�§
Q���XZQSR�����WYgfP�R
R�ºjV^c��$o�c�]ZixN$QSR��

[�NO~�LON<TUe�´ �jN<]\]dX`V�´ º�W1P�WORtQ�VT�SLOTUQve<QX¶4WYVjc�	OgvQ\�KWYP�WYl<XZQve<QuTUQ�P<TULjeCN<]dTUQvN<V�gvLON�§xQ�gvQ�Vjc���º;®
��Xd]ZixN$Q�Q�cvWYXZoKWYcULO]dTUQkWYN$RURU]O�SLOgfP<XZQ©ª<Q�ixN$QÂ�SQ�XdN<]�e<Q!X?W�TUQSR�P<]dTaWYc�]ZLOV���£>QSR}P<TUQ�gf]ZQ�TUQSR)§
Q�TUR�]ZLOV$Rue<Q
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¶4WYVjc�	OgvQSRvLOVjcvo�cUoke<o�§xQ�XZLOP<PGoSQSR�� à V P<XdN$Rve<Q�TUQ�P<TULjeCN<]dTUQkXZQ�gvLON�§xQ�gvQ�VjcvTUQSR�P<]dTaWYcULO]dTUQ3 `XZQÂ¶4WYV7®
c�	OgvQve<Q�§^TaWY]dc�·�c�TUQ\�SLOV$RUc�T�N<]dcUQvQ�VsghWYcUo�T�]?WYN7ª�W�§
Q��fN<V$QfTUo�PGLOV$RUQvR�]dgf]dX?WY]dTUQ!WYNsc��$LOTaW.ªi�jN$ghWY] V|�
¦ QfgvLON�§xQ�gvQ�Vjct]dV$eCN<]dc}e<QSRrWYT�cUo©¶4WV��cURte�WYV$R{X«´qWV�SijN<]ZR�]dc�]ZLOVnRW�KWYV<V$Q�T¿î ��¾ ïð &e<LOVT�3 &PGLON<T��SLOV$RUc�T�N<]dTUQ
N<V"�8b
LOXZe,®8RUcaWYV$e$WYTUe,�>l�WORao>R�N<T0N<V$Q_¶4WYVjc�	OgvQ{LOVke<Q�§^TaWY]dczWYN$RUR�]��SLOgfP<XMæ�cUQ�gvQ�VjcBghW��Zc�TU]dRaQ�T�XZQ,gvLON7®
§xQ�gvQ�VjcBXZLOTURBe<QSR�WV�SixN<]ZRU] cU]dLOV�Rze�´ ]dghWYb
QSR��

âzV$QBWYN<c�TUQBRULOXdN<c�]ZLOVhQSRUc`e�´ N<c�]dXd]ZRaQ�T�e<QSR`PGLO]dVjcUR�e<Q �SLOVjc�T�	OXZQze<o©¨$V<]ZR`P�WYT�e<QSR`gvoSe<Q���]dV$R/e$WYV$R`XZQSR
]dghWYb
QSR���*MQ�X?WhPGQ�T�gvQ�c{e<QX�SLOV<V�W��Zc�TUQ�XZQ�e<o�P<X?WV�SQ�gvQ�VjcURte<Q��SQSR,PGLO]dVjcUR>e�´ N<V�]dV$R�caWYVjc�¡hX«´qWYN<c�TUQue<Q
X?WvTUQSR�P<]dTaWYc�]ZLOV����.WYTH�SLOVjc�TUQ3 �PGLON<T,N<VÃ§xLOXdN<gvQrc��$LOTaWV��]ZijN$Q�ixN<]#�SLOVjc�]ZQ�Vjc,Q�V,§j]dTULOV��.®�°fgf]dXd]ZLOV$R>e<Q
§xL�ªCQ�XZR� 
o�§�WYXdN$Q�T0WYN!ghW.ª^]dg}N<g N<V$Q_�SQ�VjcaWY]dV$Q,e<QzPGLO] V^cUR/V�´�QSR�c�P�WOR/R�N7èhRaWYVjc/PGLON<TO�SLOVT��XdN<TUQ,R�N$T�X?W
P<TUo���]ZR�]ZLOV�eCNkTUQ��KWYX?WYb
Q3�$[D�SQ�X?WuR�´qW�~�LON<cUQtWYN$RUR�]&X?W�§�WYT�]?WYl<]dXd]dcUotQ�Vjc�TUQ{XdQSRBQ©ªCPGQ�T�cUR¹»Ce<Q�N7ª�gvoSe<Q���]dV$R
V$Qte<oSR�]db�V$Q�VjcBP�WORJ¶ALOTW�So�gvQ�V^czQ©ª$WV��cUQ�gvQ�VjczXZQSR�g\·�gvQSRl�SLOT�TUQSR�PGLOV$e$WYVT�SQKR�e<QSR�PGLO]dVjcUR��

�zVsPGQ�N<c�WYN$RUR�]`N<c�]dXd]ZRUQ�T}e<QSRtLOPGo�TaWYcUQ�N<TUR}ijN<]\o�§�WYXdN$Q�VjctX?W½�SLV�$o�TUQ�VT�SQhe<QSR�����WYgfP$Rre<Qve<o©¶�LOT�®
ghWYc�]ZLOV�� ¦ QSR¿§�WYXZQ�N$TURvV$o�bxWYc�]�§xQSR!eCNs~�WV�SLOl<]ZQ�V e<QkX?Wi¶�LOVQ��cU]dLOV e<Q�e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV î À�� ïz]dV$eC]ZijN$Q�Vjc
XZQSR}PGLO]dVjcURuL�� XZL;�KWYXZQ�gvQ�VjcuX?W�c�TaWYV�R�¶�LOT�ghWYc�]ZLOV QSR�c}V$LOV7®4]dV;§xQ�TUR�]dl<XZQ3���"Q�V<V$Q���Q�cuWYX«�Oî ¾ÛÁ ïMP<TULOPGL�RUQ
e�´�o�c�N$eC]ZQ�T\XZQSR�����WYgfP$R\e<Q0e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R\Q�Vfo�§OWYXdN�WYVjc`XZQ�N<T��SLOV$RU]ZR�caWYVT�SQH»Yc�TaWYV$R�]dc�]�§^]dcUo�Q�c`R�ºjgvo�c�T�]ZQ3�

�"LON<T�§�WYXd]Ze<Q�T{XZQSR�����WYgfP$Rre<Que<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R��KWYXM��N<XZoSR{V$LON$RrW�§xLOV$R>N<c�]dXd]ZRUofe<QSRte<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$R
WYT�c�]�¨Q��]ZQ�XdXZQSR� 
e<QSR.PGLO]dVjcUR\e<QJ�SLOVjc�T�	OXZQBe<o©¨$V<]ZR`P�WYT`e<QSR.gvoSe<Q���]dV$R\XdQSR^�SLOVjcULON<TUR/�H¢ ��e<Q0X?W�c�N<gvQ�N<TUR
�e$WYV$R!XZQ~�KWOeCTUQpe<Q�X��8o�c�N$e<Qpe<Q�gvLON�§xQ�gvQ�Vjc�e$WYV$R!N<V$Qy] ghWYb
Q�¢ £�� Áe£¹³©� ,LON$R�W�§
LOV$R�WYN$RUR�]
WYV�WYX�ºCRUo�XZQSRÂ����WYgfP$R1e$Qye<o©¶�LOT�ghWYc�]ZLOV$RkLOl<cUQ�VjN$Ru¡sX«´qWY]Ze<Qpe<QyijN$Q�XZixN$QSR1LOPGo�TaWYcUQ�N<TURke<Q~����WYgfP
 ~UWV�SLOl<]ZQ�V� $R�º^gvo�c�T�]ZQ3 Cc�TaWYV$RU]dc�]�§j]dcUo3 $eC]dX?WYcaWYc�]ZLOVÃ§xLOXdN<gf]ZixN�Q�³� �§
LO]dT�P�WYTzQ©ªCQ�gfP<XZQ{XZQSRBRaQ���cU]dLOV�R ÁT�qJ7�qJ
P�WYb
Q °V¸ Q�c ±7�qJ7�qJ7�qJ P�WYb
Q ¾3± �

 dgf ����l��en������ �"!$# i%�'&(�%)Mn���� ���"t &(������r � � ���mi%� � �	�
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£>WYV$RC�SQ�c�cUQtRaQ���c�]ZLOVkV$LON$R�WYXdXZLOV$RBP�WORURUQ�TBQ�VkTUQ�§^N$Q{ijN$Q�XZixN�Q�Rzo�c�N$e<QSRBijN<]n¶ALOVjczWYP<PGQ�X�WYNkTUQ��KW.®
X?WYb
Qve<o©¶ALOT�ghWYl<XZQvQ�Vjc�TUQve<QSRt]dghWYb
Q�R�¢ £ � eCNsc��$LOTaW.ªsWV�SijN<]ZRUQSR�¡�eC]�¬&o�TUQ�VjcURt]dV$R�caWYVjcURreCNÐ��º7��XZQ
TUQSR�P<]dTaWYcULO]dTUQ3� ¦ QzP<XdN$R/RULON�§
Q�Vjc� 
XZQBTUQ��KWYX?WYb
Q�e<o©¶�LOTUghWYl<XZQ�QSR�cMWYP<P<Xd]ZixN$o�Q�Vjc�TUQ�e<QSR�]dgvWYb
QSR0WV�SijN<]ZRUQSR
Q�V�l<XZL;�KWYb
Q>TUQSR�P<]dTaWYcULO]dTUQ{Q�V�Q©ªCP<]dTaWYc�]ZLOV�Q�cM]dV$RUP<]dTaWYc�]ZLOV� <Q�Vjc�TUQ>eC]�¬=o�TUQ�VjcUR�] V�R�caWYVjcUR�e�´ N<V$Q{WV�SixN$]dRU]�®
c�]ZLOV$RG¢ £�� Áe£& xQ�Vjc�TUQze<QSRMWV�SixN<]ZRU]dc�]ZLOV$R/ijN<]�RUQ�T�§xQ�VjcG¡tR�N<]�§^TUQ�X«´�o�§xLOXdN<c�]ZLOV1eCNhc�TaWY]dcUQ�gvQ�Vjcqî �3À ïGLON
PGLON<TBN<V$Q¹�SLOgfP�WYTaWY]ZRULOVy] V^cUQ�TBP�WYc�]ZQ�VjcUR�)P�WYTzQ©ª<Q�gfP<XZQ{PGLON<TBX?W)�SLOV$R�c�T�NT��c�]ZLOVye�´ N<VyWYc�X?WOR�î �7� ï�³©�

£>WYV$RfXZQSRuc�TaW�§OWYN7ª e<Qkî ¸ÛÁ   ¸3±   �7�   À   JÛÁ   �3��¸   �3À ï�N<V ����WYgfP e<Q�V$RUQke<Q�e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV�QSR�c
LOl<cUQ�VjN�LOV P<TULOP�WYb
QKWYVjcÂ¡pX«´ ]dVjcUo�T�]ZQ�N<The<QSRfPGLON<gvLOV$R� \R�N<]�§�WYVjcfN<V gvLje�æ�XZQ�e�´ ]dVjcUQ�T�PGLOX?WYc�]ZLOV| \N<V
����WYgfPso�P�WYTUR¹�SLOV$R�c�T�N<]dc�¡!P�WYT�c�]dTte<QSR>PGLO]dVjcUR{e<Q&�SLOVjc�T�	OXZQ3�^î ¸ÛÁ   ¸3±   JÛÁ ï`N<c�]dXd]ZRUQ�Vjcte<QSR>PGLO]dVjcURte<Q
�SLOVjc�T�	OXZQ�RUo�XZQ���c�]ZLOV<V$oSRfghWYVjN$Q�XdXZQ�gvQ�VjcvP�WYTve<QSRfQ©ª^PGQ�T�cUR�� ��WYV Q�chWYX«�Jî ¸ÛÁ   ¸3± ï�N<c�]dXd]dRaQ�VjcvQ�V P<XdN$R
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XMI �J�^J7� Á�� à ªCQ�gfP<XZQ�e�´ N<V$Q�o�TUL�R�]ZLOV!Q�V1JV£ W�§
Q��BN<V!o�XZo�gvQ�VjcMR�c�T�NT��c�N<TaWYVjc/N<c�]dXd]ZR�WYVjc�N<V¿§xLO]ZR�]dV�WYb
Q
¾.®ð�SLOV<V$Q©ª^]dcUotPGLON<Tl����WOijN$Q{P<]�ªCQ�X«�

¦ W�e<] X?WYcaWYcU]dLOV| J�SLOV<VjN WYN$RUR�]>RULON$R!XZQyV$LOg e$Q½� [Be<eC]dc�]ZLOV e<Q �y] V �
L��BR �^]���QSRUc1e<o©¨$V<]dc�P�WYT
X«´�oSixN�WYc�]ZLOV¥»

I ⊕B = max
(i,j,k)∈B

(Ix+i,y+j,z+k)

*MLOgfgvQ,e$WYV$R/XZQ_�KWORMe<QzX«´�o�TUL�RU]ZLOV� j]dXGR�´qWYb�]dcMe<Q_�SLOV;§xLOXdN$Q�TMX«´ ]dghWYb
Q>W�§xQ��zN<V1o�XZo�gvQ�Vjc0RUc�T�NT��c�N<TaWYVjc��
*MQ�c�cUQ^¶ALO]ZR�®ð��]«  X?WBV$LON�§
Q�XdXZQG§OWYXZQ�N<T.e<QG����WOixN$Qp§xL�ª<Q�XjQSR�c�X?WC§OWYXZQ�N<T�ghW.ªC]dghWYXZQMe<QSRj§OWYXZQ�N<TUR"RUQ/R�]dc�N�WYVjc
¡�X«´ ]dVjcUo�T�]ZQ�N<Tfe<Q!X«´ o�XZo�gvQ�VjcfRUc�T�NT��c�N<TaWYVjc�� ¦ QSR�e<Q�N7ª �LON XZQSR}c�TULO]ZRuR�]MLOV¥§xQ�N<cuWYN$RURU]/XZW�c�TaWV���$oSQ�³
�SLOgfPGL�RaWYVjcUQSR/LOl<cUQ�VjN$QSRMWYP<TWæSR�X«´�o�TUL�R�]ZLOV!RULOVjc�eC]dX?WYcUoSQSR/e$WYV$R\XZQC§
LOXdN<gvQBP<N<XdgvLOV�WY]dTUQz]dV<]dc�]?WYX«��,LON$R
LOl<cUQ�V$LOV$R�WY]dV$R�]+XZQ�§
LOXdN<gvQ�¸V£�e<QSRBPGLON<gvLOV$RzeCTULO]dc� $bxWYNT���$QtQ�cze<Q{XZWuc�TaWV���$oSQ3�

¦ Q,RW���$o�ghW}e$QzX?WrP<TUL;�SoSeCN<TUQ>e<Q,RUQ�b�gvQ�VjcaWYc�]ZLOVke<QSRM]dghWYb
QSRMPGLON<T0LOl<cUQ�V<]dT0XZQSRMe<Q�N7ªhPGLON<gvLOV$R
RUQ�P�WYTUo�Q�c�X?Wyc�TaWV���$oSQ�QSR�cue<LOV<V$oke$WYV$R�X?WÃ¨$b�N<TUQ J7�]± � ¦ WÃ¨$b�N<TUQ J7�q� ]dXdXdN$R�c�TUQ1XZQ!TUoSR�N<XdcaWYcve�´ N<V$Q
RUQ�b�gvQ�VjcaWYc�]ZLOV�WYP<P<Xd]ZijN$oSQ,R�N<TMN<V$Q,WV�SijN<]ZR�]dc�]ZLOV½¢ £ �{�
*MQSRMghWORUijN$QSR/PGQ�T�gvQ�c�c�TULOV$R�e�´�o�Xd]dgf]dV$Q�T0XZQSR
o�XZo�gvQ�VjcURM]dV$e<oSR�]dTaWYl<XZQSR0e<QSR/]dghWYb
QSRHAWYT�cUQ©¶4WV��cUR�WV��ijN<]ZR�]dc�]ZLOVu¢ £��|e	�$R0WYN1RW�KWYV<V$Q�T� jcaWYl<XZQ,e<Qzc�TaWY]�®
cUQ�gvQ�Vjc� �gvLON<XZQue<QX�SLOVjcUQ�Vjc�]ZLOV�³©��£X´qWYN<c�TUQ�P�WYT�c� ��SQSR,ghWORUixN�Q�R>RUQ�TULOVjc,N<c�]dXd]ZRUoSR,PGLON<T,X«´�o�§�WYXdN�WYc�]ZLOV
e<Q�����WYgfP$R�e<Q{e<o©¶ALOT�ghWYc�]ZLOV$R_�KWYXM��N<XZoSRze$WYV$RBXZQSR�PGLON<gvLOV$R� $c��$LOTaW.ª� CcU]dRaR�N$R�gvLON$RzQ�czL�R� <Q�cW�3�

,LOc�TUQ{LOlC~�Q���c�]�¶.V�´qWuP�WORBo�cUo{e�´�LOl<cUQ�V<]dTzN<V$Q{RUQ�b�gvQ�VjcaWYc�]ZLOV�P�WYT�¶4WY]dcUQ>ghWY]ZRze<Q{e<o�§xQ�XdLOP$PGQ�TzN<V$Q
cUQ����<V<]ZixN$QyWYN<cULOghWYc�]ZijN$Q3 �TUQ�P<TULjeCNT��c�]dl<XZQ�PGQ�T�gvQ�c�caWYVjc1e<QÃ��LOgfP�WYTUQ�T!e<QSR\§xLOXdN<gvQSRhQ�V N<c�]dXd]ZRaWYV^c
N<V$Q{g\·�gvQtl�WORUQte<Q>TUo©¶Ao�TUQ�VT�SQ3�

Z�Y65BY[Z�Y[Z � ßgÝ�� � ����ß~ÙVÚ ��Ú �#ß

¦ Q�l<N<c"eCNrTUQ��KWYX?WYb
Q/T�]db�]Ze<Q/QSR�c�e<Q\c�TULON�§xQ�T�N<V$Q�c�TaWYV$R�¶�LOT�ghWYc�]ZLOV�b�XZLOl�WYXZQ/T�]db�]Ze<Q �OW.èvV$QMQ�V�¶�LOVT�©®
c�]ZLOVse<Q)�SQ�T�caWY]dV$RtP�WYTaWYg\æ�c�TUQSR"�e<QfTULOcaWYc�]ZLOV� &c�TaWYV$R�X?WYc�]ZLOV� |��]ZRaWY]dXdXZQ�gvQ�Vjc`³>gf]dV<]dgf]ZRaWYVjctN<VÐ��T�]dcWæ�TUQ
C
e<Q{eC]ZRURU]dgf]dX?WYT�]dcUo\î �ÛÁ   �3��À ïð�

T̃ = argmin
T∈E

C(I, J ◦ T )
L��

I, J
e<oSR�]db�V$Q�VjczXZQSRze<Q�N7ªk]dghWYb
QSRq¡uTUQ��KWYXZQ�T�Q�c

T
QSR�cBX?Wuc�T�WYV$R�¶�LOT�ghWYc�]ZLOV�WYP<P<Xd]ZijN$oSQ�¡uX«´ ]dghWYb
Q

J
� � X=Q©ªC]ZR�cUQ�P<XdN$RU]ZQ�N$TUR0gvo�c��$Lje<QSRBe�´�LOP<c�]dgf]ZRaWYc�]ZLOV¥�e<Q,ghW.ªC]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�LONke<Q,gf]dV<]dgf]ZRaWYc�]ZLOV�³0e$WYV$R

X?W�Xd]dc�cUo�TaWYc�N<TUQ}ixN<]&PGQ�N�§xQ�Vjcl·�c�TUQ¹��X?WORURUoSQSRzQ�V�e<Q�N7ª�b�T�WYV$e<QSRl�KWYcUo�b
LOT�]ZQSR�»
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∂x2
+ a3 ·

∂
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f(x+ h) = f(x) + f
′

(x) · h+ f” · h
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f(x− h) = f(x)− f
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(x) · h+ f” · h
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+ o(h3) 
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∂2f(x, y, z)

∂x2
= f(x+ 1, y, z)− 2f(x, y, z) + f(x− 1, y, z)
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∂2f(x, y, z)

∂y2
= f(x, y + 1, z)− 2f(x, y, z) + f(x, y − 1, z)
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∂2f(x, y, z)

∂z2
= f(x, y, z + 1)− 2f(x, y, z) + f(x, y, z − 1) & <4�|Q(� '
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4f = f(x− 1, y, z) + f(x, y − 1, z) + f(x, y, z − 1)−
−6f(x, y, z) + f(x+ 1, y, z) + f(x, y + 1, z) + f(x, y, z + 1)
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