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���������� �( � �������
 ��������� X(.) ��
�
�
 � 
'������ ��� ��	�� �( ������

��
 ��������� X(.)� ��� k �������
 Ij , j = 1, ...., k� ���� k ≥ 1� :��� ������� Ij ��
 ��� ��

'���
 ������ �� [dj−1, dj ] ����� ��� ������ ��� ��
���������� '���
� 1'���(��� � '�������

� �������
 	��
 ���� �� ��� ���& (�� ������� '�������
 ���� ��� ��	�� �( ��������� X(.)�

�� ��$� � ������� '������� �� ��
���� x1, ..., xn� � '������� � k �������
 �� �� ��&�

68



�� �������� Il = xi, ..xj , .., xn	 
�� ���� �������� �� ���� �� �� ������� �� ��� ���� �� ��� �����

��� �������� xi ��� xj �� ���� �������� Il�

∀xi, xj ∈ Il(xi ≤ xj ��� xi ∈ Il ��� xj ∈ Il)

���� �� ���� ���� ��� ������� ���������� ���� ��� ������ �� X(.)	

�� ��� ��������� �� ���������� �������� ��� �������������� ������ �� ��������� X(.) ���

���������� �� ������ ���� ������� ��� ���������� ��������� C(.)	 ��� ������� �� ��� ������

�� �� ����� � ����� ����� ��� ������� ����� C(.)	 ��� ������� �� ��� ������ �� �� ����� �

����� ����� �������� ����� C(.) �������� �� X(.) �� !	

���� �� ���� ��� ��� �������������� ������ dj ���� j ∈ 1, ..., k − 1	 ���� ��� ���������

X(.) �� �������� �� �� ��������� X∗(.) ����� ������ ��� �� ��� ��� 1, .., k	 "���� ��� ���

�#������ ω ���� ��� ���������� Ω

IfX(ω) ≤ d1thenX
∗(ω) = 1

ElseIfdj−1 ≤ X(ω) < djthenX
∗(ω) = j

ElseIfX(ω) ≥ dkthenX
∗(ω) = k

$������� �� ������� ��� ��������� C(.) �� ��� �� �� �� ����� �� �������� �� ��� ���������

����������

∀j ∈ 1, ..., k,∃cl ∈ c1, ..., cm;P (cl/Ij) ≈ 1.

������� ���� �������� �� ��� �������������� ������ ������� ���� �#������ ��������� ��

��� ���� �����	 �� ����� ����� ��� ��%����� �#������ ��������� �� ��� ���� �������� ��

�������������� ���� ��� ���� ����� ��� C(.)	 ��� ������������� P (cl/Ij) ��� �� ���������

���� ��� ��������� ���&������� f(cl/Ij) �������� �� ��� �������� ������ ��� �� �� !�

f(cl/Ij) = card(ω∈Ω;X(ω)∈Ij ,C(ω)=cl)
card(ω∈Ω;X(ω)∈Ij)

����� ����������� �� ��� ���&����� �� ����� cl �� ��� �������� Ij 	

�'



����� �����	�
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������� �����

����� Ω ���� Ω1 ��	 Ω2 
���� ����� �� �������� X(Ω) �� �
� �������� I1 ��	 I2 ��	 ������

Ω1 = X−1(I1) ��	 Ω2 = X−1(I2)� ��� ������� ����� ������ �� I1 ��� ��� �� I2�

������	 
������ �����

��� X(Ω) = x1, ..., xj , xj+1, ..., xa �� ��� ��	���	 �� �� ����� �� X(.)� x1 < ... < xj <

xj+1 < ... < xa� ��� Ωj ��	 Ωj+1 �� ��� �� �� ������� �� Ω ���� ���� ����� xj ��	 xj+1

������������

Ωj = ω = Ω/X(ω) = xj ��	 Ωj+1 = ω ∈ Ω/X(ω) = xj+1.

���� dj � ������	 ���
��� xj ��	 xj+1� ��� ���� ����� � ρ =]0, 1[, ��� ����

dj = ρ × xj + (1 − ρ) × xj+1� dj � �����	 � ����	��� ����� �� ��	 ���� �� ��� ���� ��

������� �� Ωj ��� ��� ��� ��� ��� � ���� �� ��� ������� �� Ωj+1� ���� � �� ���

∃ω ∈ Ωj∃ω/ ∈ Ωj+1 ��� ���� C(ω) �= C(ω/).

��� B �� ��� �� �� ����	��� ������  � ���� b = card(B)� !����	 ��	 "���� #$%$&

���� ���'������	 ���� ��� 	������(����� ����� dj ��� ���� �� ����	��� ������ ���� ����

�����	 ��� ���'������ ���� �� ������� ���	 ��������� ���� ��� 	������(����� ����� dj ���

���� �� ��� ����	��� ����� B�

������� ���� ������������

��� � ����	�� � ���� ���� k ��������� "� � ������ �� ������� � ����������� ����� Tc 
���

m ��
 ��	 k ������ ��������	��� �� ���� ��	 �������� ������������  � �����	���

������ 	�)�������

$� nij � ��� �(� �� ��� 	��� ����� 
��� ������� ������ �� Ij ��	 �� ��� ��� ci�

%� n.j � ��� �(� �� ��� 	��� ����� 
�� ������� ������ �� Ij �

*� ni. � ��� ������ �� ������� 
��� ��� � ci�

**



�� n �� ��� ���� 	
 ��� ���� ������

���� ���� ������������	� �� k ���������� �� �� �	������ �	 ���	����� � �	��������� ����� Tc

���� m �	�� ��� k �	����� ��� �	�� �	�����	�� �	 ��� ������� ��� ��� �	���� �	 ���

����������

������� ����

� ���� �� � ��� 	
 �	���� ������ ������� ��	 �	������ �	����� ���� ����� �� �	 ������

��	����	�� ��� ��� �	���� 	
 � ��� ���� ��� ��� ����� C(.)� ����� ��� ���	������ ��� ����

�� ������� �	 ���� ������ ����� ��� ���� �	����� � � 	
 �������� � ��� �� �����������

�� � ����	� ���� ��������� ��� ����� 	
 	��������	�� �	�����	����� �	 ���� ����� 
	� ���

���������� �������� 	
 ���� ��� ��� �� ����������� ��!

R = (R1, R2, ..., Rr)

"��� r = B + 1� ����� # �� ��� ����� 	
 �	������ �	�����

��� ����� 	
 �����������	�

#������ 	
 ��� 
���� ���� �� �	��������� 	� �	���	�� ��� �	��	��� ���������� �����������

��	� ���	��� �� ����$� ��%�� ����� ��	 ���������� �� ��%��� �� &'()�

����� ��� ��	
 ������

��� �	��*	�� ���	�� �� +�	�� ��� ����� ��	� � ������ ��������!

(� ��� ��� � ����� ω ��� �	���� �� ���������� X(.)� ���� ����� � ���� 	
 k − 1 �	������

�	�����

,� -�	 ���� �	������ �	���� � ������ �������	� �� ����� �� ��������� ��� �	������	� ��

���� �	���� ��� �	��� ����� 	������� � ����� �������	� �� ���� �������� �� ��� ���

�	���� ��� ��	���� ��	�� �
 �	 ���	����� ��� �� �	���

'� .��� , �� ����������� �������� 	� ��� ��	 ��� �����	������	���

'�



�� ���� �� ��� 	�
��� ��	������
� �
�� d∗t ����� �
 ��� ���� ����� �����
� 
� Ω� ���

Ω1 ��� Ω2 �� ��� ��
 �������� 
� ��� ����� �����
� ��� mj = card(C(Ωj)) ��� ������


� ������� 	������ � ��� ���������� Ωj �

�
��
���� �� ���� �� �
�� � 	����
� ��� � ��
���� ���� ���� �� ���	����  � �������


�� 
� ��� ������� ���� 	������

����� �������	
 ������

�
�� �
��
���� ����
�� ��� ����� ��
� �
��
��� ���������!

"� #�� �$������ ��� �
���� �		
���� �
 �	������ ����� 
� X(.)�

�� %�	� �������� ����� xj ∈ X(Ω) �
��� ��� 	����� 
� �� ������� Ij ��
�� �
���� dj

�������� ��
 	
���	���� ������ 
� X(Ω)� �
 ���� dj = xj−1+xj

2 �

&� #
 ��	� ������� Ij � ���
	���� � �������
� Tj ����� nij ������ �
� ��� ������


� �$������ ���
���� �
 Ij ��� ����� 	���� ci�  � 	
����� ��� ����� 
� � 	�����

���
	���� �
 ��� ����$ �
���� �� ��� '�$���
��
� 
� ��� ��
 	
����� Tj ��� Tj +1

	
�����
���� �
 ��� ��
 ��'�	��� ���������

(�  � ����� ��� ��'�	��� �������� Iq ��� Iq+1 ��� ��� ���� 	����� ������

)� #�� ��
	��� ��
�� ���� �
 ������ � �
������ %���� �� ������ �
 ���� ( ��� *�"

���������

��� ������	 
������������

+� ��� ��	�
�� �� ��	��� ��� �
�
� 
� 
����� ��	������
� ��� ��	��� ��� �
�������


� ������ 
����� �����
���

����� ��������� �� ������� �� � ���������

#�� ���� ,����� ��	������
� � �	������ ����� 
� ����� ��� �����
�� ��
� ��	� �� 	��

����	� ��� 	���� C(.) �����  � ��	������� ���� �
 	
����� �����
�� 	
������ �������

������ 
� ��������� #�� ,����� ������� ��
��� ��*� ��
 �		
��� ��� �	����� � 	
����$��

&)



������� �� 	� �
������� 	����������� ����	���� 	 ���� ���� 	����������� ����� ��� ����	����

��� �
	��� �� �	�� ������	�� ���� �	�� 	� ����� �	�� �� �������������� ��	��� ���	� �� ����

�� ��� ��	����� �	���� �� ���� ������ �	��� ������� �� �����	���	���� 	�� 	��� ���� �	�� ����

���� �	��	��� 	� ��������� �������

����� ���� ��� �����
��� �� ������ �� 	�������� 	�� �	��� ���� 	������ ����� ��	��

�	���� 	 	������� ���� ��	��� ��� ��	����� �	��� �� ��� �����	���� �� ��� ���	��������

�
��������� ���� ��� ���� ������	� ������������  �� ����	���� ��� ��	���� �� ����� ����

	� ����� ������ �� !����	� "#$%� �� ������ ���� ������	���� �	��� �	�� ��� 	������	����

�� �	��� �
������� 	���������� �� ��� ���	�� �� &'�( "))� *++%� ��� ��	� �� �� ������ ���

	�������� C(.) ���� 	 ������� ����� �	���

����� 	�� �����	� �	�� �� ,���� ��� �����	��� �� 	���������� "-*%.

• /���� ��� ������� ��������� ������ ������� "*0*%. ��� ������� ��������� ������

�� ���������� ��� ��	�� �� 	�� ��� �	�	 �
	���� �� ���	��� �� ��� ��������� ������

�� ��� 	������� �� �� ��	��	���� ����� �� ����� �� ������ ������ �� ����� ��� 	�������

�� 	�������

• !� ��	������ ��� 	�����	���� ������� ������	�� ��1��� ���� ��� ���������� 	��������
	�� ��� ��	�� �� ������ ����� 	 ���1����� ��	���� �� ��� χ2 ��� '���� �������

"*% � 2�	��� "))%(� ����� �� �� �������� �� ��� �	��� �� ��	��	�� ��� ����	������ ��

	 ���������	���� 	��� �� ��� ����� �	��� �� ���	�� ��� ��	���� �� 	�������� ����

��3����� ������ �� ������	���

• /���� 	 ��������� �	��� �� �	����	� ������ "#4% ��	����� ��� ��������� �� ��� ���������	�
����� ��	� ������� ��	� ���������� ��� �����
��� ��������� �� ���������� �� 	 ������

�� ��� ������������ �� ���� ���	�������� �� ��� ������	���

• ��	���� ��� ������ �� ������	���� �	�� �� ���������� ��� �������� �� �	��� �����

	����������� � ��	���� ����� �	��� ���� 	������ ��� ���� �� ��� �	�	 ���� �	� ����

���������� �� 1�� ��� ����	� 	������� "04%� ��� ������	���� �	�� ���������� �� 	

��� ���� �� �	�	���� �� ��� �����	�� �� ��� ������� �� �
	���� �� ��� �������

�� ����� �� �����	�� ��� ���������	� ���	�������� �� ��������� �� 	 ��	�� ���	���� ��

��1��� ������	���
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����� �����	
��

���� ������	 �	�
������ ����
�� ����
���� ����� �	� ��� ���	� �� ���� �� �����������
 �����

�	� ������ ����� ���� ����
���� ��  ���� �	 ��� ��	����	��� �
���
����!

• "
��
�	� �����	� �
���
�# �� ��$	�� �	 �� ������	 ��
�������	�

• %��������# �� ��� &�����# �����
�! ��� (I1, ..., Ik)  � � ����� �	 k �	��
���� �� X(Ω)�

��� �����
� ϕ �� ���� ��  � �������� �� �	 �	�# �� �� ��
�$�� ϕ(I1, ..., Ik) =
∑k
j=1 ϕ(Ij)�

%� � ��	��&��	�� �� ���� �
���
�#' �� ���� ��� �������	� �
���
�# ��
 �	 ���������#

�����
�! (� � ��
�����	 (x1, ..., xi,, I2, ..., Ik) �	 k �	��
���� �� �������' ���	 ��� ��
�����	

(I2, ..., Ik) �	 �	 ������� ��
�����	 �	 k − 1 �	��
���� �� ��� ��� xi+1, ..., xn�

����� �
���
���� �
� �
���� �	 ��)� ��
 ��� *+(,�-. �����
�� ��� ����	� �
���
�#

��  �������# 
����	�� �� ��
 ��� ������/��# �� ���
������ �
���	��� ��
���
� (	����' �� ���

�
���
��	 ���� 	�� ������# ���� �
���
�#' ���	 ��� ��
��0���� ������/��# �� ���  �����0�� �


���0���	 ������� �� �� ����� &���
����� "	 ��� ��	�
�
#' ��� ������/��#  ������ ��	��


���	 ��� �����
� �� ��������� ����
�� ����
���� ��� � &���
���� ������/��# ����� �� �����


���	 ���� �� ��� �
������ ���
������  ���� �	 �	 �������� �
���
���

����� � ������
 
� �������� ���
�����

�����
�� ����
���� ����� �� � �#	���� �
��
����	� �
�����
�� ���� ����
���� ���  ��	

����
� �� ��1� ����  # ������ �� �� �	 ���� ����� ���� �� �� $	� ���� 
������	�����  �����	

��� ������� ��
�����	 �	 k �	��
���� �� ��� �	����� ������ ��� �	� ��� ������� ��
�����	� �	

k−1 �	��
���� �� �� ���� �� ���� ���� (� ���� ��� �
��
 �
���
�# 
���
��� ��� 	�� �
 �� ����� ��

��
�����	�� ��� ���������# �� ��� �����
� ϕ �� ���� �� � ���	 � 
���

�	� �&�����	�  �����	

������� ��
�����	�� 2�
�' �� �
���	� �	 �/��	���	 �� ����
�� �	� �����������
�� ����
�����

 # ��	����
�	� ��� ��
�����	�	� �� � ��� �� 
�	� �	����� �� ���	��� ���� �� ��� ��	��&��	��

�� ��
1 �� �##�� �	� (
�	� ����� ��� �
���� ���� � 
�	 ��	 	���
  � ����� �	 �	 �������

����
���3����	�

��� �� ��	����
 � ��� �� 
�	� Ri, 1 ≤ i ≤ r� 4� ���
�� �	 �
��
�� ��
�����	 ���� �� �������

��
 ��� �����
� ϕ� 4� ��	���  # ζ1
k ���� ��
�����	' ���� k  ��	� ��� 	�� �
 �� �	��
���� �	�

� ��� $
�� 
�	 ��1�	 �	�� �����	�� 4� ���	 ����'
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ζ1
k = R1, ..., Rj1 , Rj1+1, ..., Rj2 , ..., Rjk−1

, ..., Rr

������� ϕ �� ����	�
�� 	�� 
��� �� ϕ �� 	�� ���
���� ���	�	��� �� ��
�� ��
∑k
i=1 ϕ(Rji−1+1, ..., Rj2)�

����� jo = 0 ��� jk = r ��� 	�� ���� �� �������	�� ���� ����	�
�	� �� ϕ ��� ������ 	��	�

ζj1+1
k−1 = Rj1+1, ..., Rj2 , ..., Rjk−1

, ..., Rr

�� �� ��	��� ���	�	��� �� k−1 ��	��
�� �� 	�� ��	 �� ���� Ri, j1 + 1 ≤ i ≤ r� ��� ������

	��� ������	� �� ������ 	�� ���	 ��	 ����	 j1� ���� ����	 �� ��� �� 	�� ��	����� �� 	�� ��	��
�

[1, r−k+1]� ��� ��	��� ���	�	��� ζ1
k ��� 	��� �� ��	����� 	������ � ��������	��� ��������

ϕ(ζ1
k) = min1≤j1≤r−k+1ϕ(R1, ..., Rj1) + ϕ(ζj1+1

k−1 )

��� 
������ ���	�	���� ζj1+1
k−1 ��� ��� ��	��� ���	�	����� �� 	��� ��� �� ��	������� ��	�

	�� ���� ���������� ���� ��
�� �� � ������ �� ��	��� ���	�	���� ��	� � ���������� ������

�� ��	��
��� ����� �� �	���	�
�� �������� 	�� 
��� �� k �� ����������� 	�� ��	 �� ���	�	����

ζ l1� ����� ��� ��	��� ��� 	�� ��	 �� ���� Ri, l ≤ i ≤ r� ���� ��� 	�� ��� ���	�	���� 	� ��

���������� ������� � 	�� �	���� ��� �� ������� ���� 	��� �� �	���	�
�� ������� 	��

��������	��� ���������� ��	� �� ��
� ζ l1 = Rl, ..., Rr� ����� 	�� �����	�� �������� ��

������

�� �����	� � 	�� ���	�	���� ζ l1 ��� 1 ≤ l ≤ r�

 � !�� � p� 2 ≤ p ≤ k" �����	� 	�� ���	�	���� ζqp ��� ���� q �� 	�� ��	��
� [1, r− p+ 1]�

• �����	� 	�� �����	���� ϕ(Rq, ..., Ro) + ϕ(ζop−1) ��� q ≤ o ≤ r�

• ϕ(ζqp) �� 	�� ������� 
��� �� 	�� ���
���� �����

#	 �	��k �� 	��� �����	��� 	�� ��	��� ���	�	��� ζ1
k �� ��	������� ���� q = 1�

$� ��� ��	��� ���	�	��� ζ∗ ����� � 	�� ���
���� ��	��� ���	�	���� �� ��
�� �� ϕ(ζ∗) =

minrj=1ϕ(ζ1
j )�

$%



��� �����	
 �� �����	���	���

�� ��� ����� �	
���� �� 	�	��� ��� ��	��� �� ��� ���	���� ���
�����	�����

�� �����
���� �

��	
�� ��� ��	 �� ��� ���
�����	���� �� �� �	�� ��� 
	�� C(.) ����

��
�	�� �� 	� 	�������� X(.)� �� ��	���� ���� �����
���� �	�� ������ �� 	  !�" ��#��

	 ������ �� �����
���� 	

��	
� �� ��� 	
���$�� ���
�����	���� 	� ���%��

��� ���
�����	���� �� ��� 	�������� Xj ���� 	 �	��� Ωs& ���$���� k �����$	� �������

Iji ; i = 1, .., k� '�� �	
� ω �	��� ���� ��� ���� �	��� Ωt %� ������ Iji ��� �����$	 ��

%��
� �� ������ 	���� ���
�����	���� �� ��� �	��� Ωs� ��� ����� ω %� �� 	����

C(ω) = c∗ �� ��� �	(����� �� ��� ������ �� ��� Ωt ��	� 	�� �� Iji �	$� ��� 
	�� c∗� ����


���������� �� 	 �	����	� ��
����� ��� %��� 	 �	���) �� ��������
	 
���� 	�� �����

����	������� �� ��� 
	���� �����	��� �� ��� ���������� �� ��� ����$���	� �������� ��

�	
� 
	�� �� ��� Ωt� �� ��	���� ��� ��	��� �� ��� ���
�����	���� �� ��� �	�� �� ����

�����
������

τj =
card{ω∈Ωt/Ĉ(ω)=C(ω)}

card{Ωt}

�� ������ �� τj ��� ���� �����
���� �	�� �������� ���� ��� ���
�����	���� �� Xj

���	���� �� 	������ 	 ������ �� ��� �	��� Ωs�

*� +����)���� ,� ��	������ ��� 
����)��� �� 	 ���
�����	���� %� �	�� ���� 	

���� ���

������ �� �����$	� Inumber ���	���� �� ��� �������� ���
�����	����� -	��� ������ ��

�����$	� ��
��	�� ��� 
����)��� �� ��� ����
���� 	������� ��	� ��� ��� ���
������� ���

��� 	�� 	�� ��
	��� 	 	��� ������ �� �����$	� 	�� ���� �� ��
��	�� ��� ���
�����	����

��	� 	�� $	��	�
�� .����� ���
�����	���� $	��	�
� �/�
�� ��� ��	��� �� ���
�����	����

�$�� �� ��� �����
���� 	

��	
� �� ����� ���� �������� �� �)�	���� �� 0	�� �� 	  �12"�

!� 3���������� �� �������
� 	 
��
��� �� ���������� ��#��� ��  4�"� ���� �� ���	 ��

��� �����
���� 	

��	
� �� ����� �� ��� ��	����� �	��� ��$���� �� ��� �����
	����

	

��	
� �� ��� %��� ����	���� 5%��
� �� ���%� �� ��� �)���������6� ���� ��	�����

��� ������ �� 	

��	�� �����	���� �� ��� ����	���� ���� 	 ��	 ��	����� �	����
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����� ����	
�	�� 	� ������	
�	�� �����

���������� 	��
�� ��������� �� ��������� ���
��� ��������� �� ��������� ��
�� �
�� �
�

���� �� �������� 	����������� 	��
�� ������� ��������
�� �	��� ��������� ������

��������������

�� ������� �
�� �
� ����� ����������� �� ������������� 	��
�� ������� ��������
��

��	�� ��� �
� ������� ������������� 	��
��� 
������� ��
�� ���
�� �� � !�"# 
��� �����

��
�� ����������� �
��
 �� ����$� ������� �����%

!� &������
���� ������������� ������� �� �����	����� ��� ������������ �������� �����

�� ����� ��� ������ &������
���� ������������� ��� �� ����
�� �
����������� � ���
��

���'���� �� �����	'��� (��')��� ������������� ���� ���
 � ����� �������� �
��

����	��� �
� ������ ����� ������ �
�� ���������� ���� �� ���� ��'�������� �����

�	� ������� ��������� � ������� *����	'�� ������������� ���� ���
 ���
 ����� ��

� ������� ��������� �
�� ���������� 	���� ��+����� �������� ����� � ������� ���������

� 	��� �� � ������ �� ��	���� ���
 ���� ��� 	���� ���
��,��� -�� ���	���� �������

�������� 	�� �� ���	�� �� ��������� . 	���� ����� � �
�� ������� �� ���'�����

�
�� ������� ���������

/� 0��'
������
���� ������������� ������ �������� ���
��� ���	��� � 
������
�� ��� ���	'

��� �
� �������� �,��������� �� � ����� ��� �
����
 �
� �����

1� 2����� 	��
�� � 3� !�"# 2����� ���
��,�� ��� �	��� ��� �4������ � ��� ���������'

���� ����� � ��� �
����
��� �
� ������ ����������� ��5�

�� 6���� 	��
�� � 3� !�"# ��� ������� ��������� ��� ����� ��7����� 	������ ��������

��� � ����� ��������� �� ��7����� ����������� �������� (
�� �
�� ���
��,�� ���

�������� ��� 	�� ����� �� �
� �������� �� 	��� ����� ��� ������

 � 8����� �� 9���� :��
�� ��3# ������	 ������������� ����� �� ����������� ��	�� (
�

������� ��� �
� ��� 	�+����� �� �
� ������������� 	��
���

;� 6��� 	��
�� ��3# �������� �
� 	������ �������� �� ��������� � �� � ������ ������

����������� ��	��
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�� ����� ��	
�������� ���� ���� 
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&�  � �����!��� 	�
���	 !� �� ����� �% ��	��� !� ����'� ��	
���� 	��� ��  � ��	#


�������� �� ��	 ������� ���  � ����� �%������	�

��� �����	
��� 
������
��� �
�����
���
��� ���
	��
����

�����  �  �����
 �
�� ��	
�������� �� ��	� !� 	�� �� ���	����� 	��� 
������ ��� ��#

��!� ��� ����#�� ��	
��������	 ! �
 ��� ��	 
������� �	�� ��� ��  � ���
�		�	

��� ��	
�		�� �� 
 ���� (� )� ��	� ���� ��  �  �	� ���  � �� ��	  � !� �	��

��� 
������	��	 ������ �%�����������	� * �	� 
������ ��� �� �� ������ �� 	��	�
����

��	�� ��� ��� ���	�� ����!+

����� ����	�
� 	������������

������� χ2 �����	��
�� �� �����

χ2 =
∑m
i=1

∑2
j=1

(nij−ni.n.j)
2

ni.n.j

* � 
 �	�� ��	
�������� ����� d∗t � ����,�	 Gain(d∗t ) = maxtGain(dt)� �	 � 	������

����� !� �	� � 
������	�� !�  �  �����
�� χ2 ������ &� χ2(dt) ≤ χ2
(α,m−1)  �� ��

���������� �	 ��		�����

������� ������ ����

�-./&" �	�	 �� ��
������ ���	��� ! �
 �	 	��	���� �  � 	����� 	���� * �	� ���	���	

��� 	������ �  � �������	 ���	 �� �0� ��� �

���  � 	����� 	���+

h(Ω) =
∑m
i=1

ni.+λ
n+mλ

(
1− ni.+λ

n+mλ

)

h(Ωj) =
∑m
i=1

nij+λ
n.j+mλ

(
1− nij+λ

n.j+mλ

)

�1



Gain(dt) = h(Ω)−∑2
j=1

n.j

n h(Ωj)

��� ������ �	��
��	��	�� ��	��� d∗t � ��
	��� �	��d∗t � � ��t �	��dt�� ��� �
�����

����� ���� Gain(d∗t ) ≤ 0� ��� ���� �� λ 	� ��
	���� ���	�	�� �� �� �� �������� �	�� ���

�
�����
� ����
	��� 	� � !�

������� ����	 	
��
���

"��� �� #
�	 � $ ! ��� � 	���
��	��� �
	��
	�� ����� %	�	��� &���
	��	�� '��(��

)
	��	��� *��� #� 	� ���� ���� ��� 	���
��	�� (	� � ������ ��� %&')* �
	��
	��

����	��� 	� ���+	�( ��
 ��	��� dt ��� ��	����

Gain(dt) >
log2(n−1)

n + δ(dt)
n

,��
�� �	�� mj = card(�(Ωj))

δ(dt) = log2(3m − 2)−mh(Ω) +
∑2
j=1mjh(Ωj)

-�� �� �����	�( ��� ��� ��	�� ��	�	��� ��� Gain(dt)���� �
����� ����� 	� Gain(dt)

	� ���� ���� �
 �.�� �� log2(n−1)
n + δ(dt)

n

������� 	������� 	
��
���

/� �� %�
�+� �  0! �
�����  �
	��
	�� ��� �+�� 	��� ������ ��� ����(���	�� �� ���

������ �� ��� ��� ��	�� ����	��� 1�� �����
� ��	�� dt 	� ���� � ��� ����	�( ��	��

Cont(dt) = − n.1n.2(g1−g2)2∑m

i=1

∑2

j=1
nij log2

nij

n.j

,��
��

gj = 1
n.j

∑
ω∈Ωj

#� ��� �����
 �� ��� ��
(� ����� �� ��� ���2����� Ωj ���� ������ ��	��� dt ���
	���3

Cont(d∗t ) = mint(Cont(dt))� ,� �� �� ��� �
	(	�� *456�7-6� ������ ������	�( ����2

�	�( 
���3 Gain(dt) ≤ 0�

��� ��	�� ��� ����
 �
	��
	 	�����	�( ����	�	�� ����
� �
 ��
	����� ����������

����
�� ���� � ��� t �� �����
�� � ! �
 ��� V �� *
��
 �88!�

89



����� ������	
� ������

������� ��� 	�
����� ������

���� �����	 
�� ������	 �� ���� ����� ��	 ����� �� ��� ��� �� ��� ����������� ��������

��� �������� 
�� ����� ������ ��	 ��� �� �����	 �� �� �����
��

�� ��� �������� �� ����	 ����	��� �� ���������  ���� �� X(.)�

!� "��� ��������  ���� xj ∈ X(Ω) ���� ��� ����� �� �� ���� �� Ij 
���� ����	� dj

������� �
� ��������� �  ����� �� X(Ω)# �� ���� dj = xj−1+xj

2 �

�� �� ���� ���� �� Ij �� ���������	 � 	���������� Tj 
��� nij ����	� �� ��� ����� ��

�������� ��������� �� Ij ��	 �� ��� ����� ci� $� ������� ���  ���� ��X2 ���������	 ��

��� ����� ����	 �� ��� %������������ �� ��� �
� ������� Tj ��	 Tj+1 �������	���

�� ��� �
� �	%����� ���� ����

&� $� ���� ��� �	%����� ���� ��� Iq ��	 Iq+1 
��� ��� �������� X2  ���� 
���

X2(Tq, Tq+1) < X2(α,m− 1)


���# X2(α,m − 1) �� ��	 �� ��� X2 ����� �� ��� �������	 α �� m − 1 ���	��

	������

'� ��� ������ ����� 
��� �� ������ �� ��������� "���# 
� ���� �� ���� & 
��� ()�

���� ����

������� �������� ����

*�� ϕ �� ��� ������ �������� ��� �������� 	� ����� �� �����
��

�� +�� �������� �� ����	 ����	��� �� ���������  ����� �� X(.)

!� ��� ��� �� ������ �� �� ��� ,�� 	������-����� �� ( ���� ���� ��� 	������-����� ������

�� ����# ���������� ����	�� ������� $� 	�	��� � ����� � �� � �
� ��	 ( ��������

�� $� ���( �� �
� �	%����� ���� ��� ���� 
���	 ���� ���� � ���  ���� �� ��� �������


��� ����	# �� 
� ���( % ���� �����

&&



ϕ(T )− ϕ(..., Tj + Tj+1, ...) = maxk−1
i=1 (ϕ(T )− ϕ(..., Ti + Ti+1, ...))

�� ��

ϕ(T )− ϕ(..., Tj + Tj+1, ...) > 0

���� 	�� 	
� ��	����� Ij ��� Ij+1 �� ������

�� ��� ������ �� ����	�� ��� �	�� � 
�	� ��� ��	����� ��	�� �� ��� ������ �� ����

�	 �	�� � � ��	�� � ������ 	�� ����� ��

�� 	�� ������ �	��� 
�	� � � �� �	 ����� 	��	 	�� �����	���	��� �� X(.) �� �� �� ��	���	

�� 	�� ��	�����	��� �� C(.)

���  !"�#�$% ��	���� �� &���	 �� ����	���	' ������� ��� �� �����	��� 	� ������

����� ��� ������ ��� �� 	�� ϕ ����	��� ��������� �� (��)�

ϕ(t) =
∑k
j=1 αHj(h, λ) + (1− α)mλn.j


��� Hj(h, λ) �� �� ����	���	' ������ ������ ��� � *����	�� ��	��' h &'+

Hj(h, λ) = n.j

n h (quadratic− entropy)

h (quadratic− entropy) =
∑m
i=1

nij+λ
n.j+mλ

(
1− nij+λ

n.j+mλ

)

������� ����

,-./ �����	���	��� (0�) ���� &�		����� �����	���	��� ��� ���� 	� ��	����� ������&�'��

������1�� �	 ���� � �	����� �����	���	��� ����� ���	�&�	�� �������� 	� � 	�����	��� ���


���� �� 2�'�� ��	���� �� � ����� ��	 �� ���	����� 	� �����	��� �� 	�� ����� �� 	�� �����
���

��	���� �� �������+

log (n) + log

(
n+k−1
k − 1

)
+
∑k
i=1 log

(
ni+m−1
m− 1

)
+
∑k
i=1 (ni!/ni,1!ni,2!...ni,m!)

��
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� ���
������ ��
������ 
� ��
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#� $%& ������
���� �'(� ��"�� ��� �	 ��
��������� ������
���
��� �� �������� 
���

������� �� � ����� �	 ��������� � �����!���
 �������� �� 
�� ����� �	 �����
��� �� ����

����� ��
� ��
� )�
� ���� ���
������ 	��
����� *
 ���� ������� �
������ ���
���� ���� �� �

������� 
�������� 	�� ������ �	 ������� �� ��� ���
�
���+ � ������� 
�������� 	�� 
��

������ �	 ���
�
����+ ��� � ������� 
�������� 	�� ��	����
��� �����

,	�������� �--� ���� ��
���� 
� �����
 � ����� ������ �	 �������
� ����
����
� ��� ��%

����� � ���
!��
 ������ )�
� � .������ $������
��� /���
� ������
�� 
� ��
������ � ����

������
���
����

��� �����	
��� ����
������
��� �
�����
���
���

.��
 �	 
�� ���������� ������
���
���� 	����) � ������������ �
��
��� ��
 
���� ��� ���� 
����


��
 ���#
� 0�� �	 
���� �
��
����� �� 
�� -1 ������
���� ��������� ����)2

����� ������� �� �����������

3��
� �-4-� ������
� � ������ ������� �	 � ���������� ������
���
��� ��
����  ��� ��
���+

��	����� 
� ���� �� -1$ 50��1��� $�����
����6 �� � ������ ��
��� 
��
 !��
 ���
� 
�� ������

�	 � ���
������ �

����
� 7 ��� �

���
� 
� ������ 
�� ������ �	 
�� �

����
� ��
� ����


��
 ���� ���
��� ���� ���
����� �	 ��� ���
������ ������ *� ����� 
� ����� 
�� ���������
� �	

	������ 
�� ���� ����+ 
�� ������
�� �� ����
������ 
� 	���� ���� �	 �
 ����
 ���� �������

����� *� �-4-� 
�� ��
���� ������
� � ������� ��� ���� �	 8 ����� �� �� ��������� ��������

�	 -1 �� � ������ �	 ������!��
��� 
��"��  ���+ 
�� ������
�� �������� �	
�� !���� 
��

������� ��� ����+ �� � )�� ���� 
��
 ���� ������
���
��� ��
����� �� ���� �������
 )�
� �

������ ����� �� ���� �� ���������  ��� �� ���� �� �����
��� ������
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�������
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� � ��	
�����	 ��� �����
 ���� 
�� ����


�� 
�� ������
 ����� �� 
��
 ��� �	��
�	�

��� �����	
���	 ����
	���������

��� ������	���� ���	�
���
��� ��� �� �	���� �� � �	����� �� ��	
��� �� ����	�
��� ��
�	�

������ �	�������
� ���� ����� ���
�� 
���� ��
��� �	� ����
� �� 
���	 �������
��� �� �
�

������ �� 
�� �
	��� �
�
��
���� ����
������ !�����	 
�� 
�� ���
 ������	 ������	����

��
��� �	� �"������ �����#

����� ����	 
��� ������������

���� ��
�� �$% &'( $)� ����� 
�� ������ �� 
�� �

	���
� * ��
���� xmin �� xmax ��
�

k ��
�	���� �� �+��� ��
�� ���� 
�� ��
�	���� ���� ��
� w = (xmax − xmin)/k �� 
��

��
���� ���	�
���
��� ����
� �	� �
 xmin + w, xmin + 2w, ..., xmin + (k − 1)w� k �� � ���	

�	��,�� ��	���
�	�

����� ����	 ��������� ������������

-� 
��� ��
�� �$% &'( $)� 
�� ��	
� ������ �� �

	���
� * �	� ���� ��
� k ��
�	���� ��


��
 ���� ��
�	��� ���
���� ���	�"���
��� 
�� ���� �����	 �� 
	������ ���
������ ���� ����

��
�	��� ���
���� n = k �.����
 ������� k �� � ���	 �	��,�� ��	���
�	� ���	� �	� ����

��	��
���� �� 
��� ��
�� �������� �� ��
��	� �� �)'� ��� �.��
 
�� �����	��� 
� ��	����
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/�
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�� ����� ������	���� ��
��� ��
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����� ��0�	 ���� �
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���� ����� k �� �� 
�� ���	 �� ��
 �
�	���� �� ���� ��
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�� �	���	
��� �� 
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���� ����� 	
����
���
���

�� ������� ��� 	
��� ������������� ������ ����� �������� ����� 	
��� �������������� ���

������� �� ����� �� ���� � �	 ���� �������

������ ����� 	
����
���
��

�
��� ������������� ��� ������� �� ��������� 	�� ����������� ������ ��� !""#� $� ���������

������������� ������ �����% �� ������� ��� ���� p(dj < Xj ≤ d(j+1)|C = c)� $� ��������� 	����

k �&
������� ��������� (dj , d(j + 1)](1 ≤ j ≤ k) 
���% �&
�� ���� ������������� ����� ��

���
��� ����� �� �� 
��
������� ������ $� ���� ��������� p(dj < Xj ≤ d(j + 1)|C = c)

	��� ��� ��� �������% ��� �
�� ����'

p(dj < Xj ≤ d(j + 1)|C = c) ≈
∑n

i=1
P (μ,σ,i)

n
p(C=c)

�� P (μ, σ, j) =
∫ dj

d(j+1)
1

σ
√

2Π
e−1/2(x−μ

σ
)2dx

������ σ �� � ��������� 
�� �� ������� ��� 	
��� ��%��� �	 ��� �������� ��
��� μ ��

��� ���� ���
� �� n �� ��� �
���� �	 �(������� )�� ��� ����� 	
��� ������������� ��

���� ����� ��������� �	 ��� ���
� �	 � ������
�
� ������
�� ���
� ���� ����� �*���� �� ���

������
��+� �������������� ������� 
��� ����	
��� �������������� � ���%�� �*������ �������

��� ���
��� ��� ����� �� ��� ����� ��� �
� ����� ��� ���� ������ �*���� �� ��� ��������

�������������� �
� ���� ��� �������% ���������+ ��,
���� �� ���� �������� ��� ��� 	�����

��� ������ ������
����� �-+� ���	������� ��� �%��� !./0#�
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� �� ���� ������ �� ����������� ������������ ������ �� ��� ���

������������ �������	 ����� �������� ���� ��� ������������� ����� �� ��� �������
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�����	 �� ��� ���� ��������� ������� �� ����� �������	 �� ���� ������� �� �������� ���

���� ������������� ��������

������ ����	
�� ����� ������������	�

 ��� ������ �� !����� ��  ������� "#$% �������� ��� ������������ p(X|X ∈ C)p(C) ��

�������� & �������� �� ���� C�  �� ����� �� ��� ������������ �� ���������� ��  '���

����� ������� �� ��� ������� ����� ����� ������ �� ���� ��� ��������� ��� ���(������)

E =
∑n
i=1 (a1xi + a0 − yi)2

�� a1 =
∑n

i=1
xi.i∑n

i=1
i2

����� a0 �� ������ ��� ������� ����� �� ���� ������� �� ��� ��� ����� �� ��� ���������

��������  �� ��� ������ �� �������� �� '����� ��� ������ ��* ����� �� ��� ������

������� ���� �� ��� ������

������ ��	����	���� ������������	�

 ��� ������ �� +����� �� +������*� ",-.% �� ����������� �� /�0
12�	 � �����������1

��������1���� ������ ��� ������� �������� ������ /�0
12� ������������� ������� ���

��� ��� ������ ��� �� ���������� ��������� ������ ��� ��������� �� �������� ������ ��

����������� �������� 3/�4 ",5-% �� �����  �� ������� �� /� �� ��������� �� ��� ������ ��

���� ���� �����	 ����� �� ��� ��� ������ ���� ������ ����� ��������
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��!�	��� �� ����� 	� �������� 	�� ���
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 ������ ���� 	������� ��� ����� ���� ��� ������������ ����	�� ������ �� ��

�������� ��� ���� ��	���
 � ��	� �� ��� ��������  		 ����	� � ���� ��������
 ���� ��  ���

������� ��	����	� �� ������ ��������
 ��!�� � �"��	� �� ��	��� ���������� �����#����

������ $���� ���� ��� ����%� ���� ���� ����� 	������� ���� ������&���� ���� ����	��

� �� ������	�� '����� ��	� 	������� ��� ��#��� ���� ������	� (�������� ��������

�������� �� � ���	� �	���)
  �	� ������	��� 	������� ���� �� ����*+���� �� ���� ,��

��	����� ��� ��� ��������� ��� !�� ������ ��� ��������� 	������
 ��� ����� ��	�������

������&���� ���� ��� ������� ��� ����*����������� ����� ��������� � ������	��

�� ����� �� ���	���� ������������ ��� ����
  � �������� ������&���� ��������� � � �

����	�� 	������ ��������
 ������ ���� 	������ ��� ����*+���� 	������� -	������ ����

��� ������	� ���� ��� ���� ���� ���	������
 ���� ���� ���� ������� ������� �����

��� 	������ ���������� -� � ����	�
 ���� ����� ������� ������&���� �������	�����

������ ����	
������� �� �
������ �	
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	����

-	������� ���� �� �'. �/0� ��� �� ��������� 1��0 �/2� ���  �		 !�� � �����	��� ��� ���*

��� ����� (',)� ,�� #������� ��� ����	���� �� ��� ����	�� 1��0 ������ ���� 	������

�	������ ��� ���*������ ���� �������� �� � 	�������� ������  ��� �������	 ���������

��� ���������� 3��� �������	 ������ ����� ��	���� 1��0
 ��� ���������� �����#���

���� ������� ��� ����� ��� � � ���� ��	���� $� ����
 ��������� ��	���	�� �� ���

�����  �� ���� ���� � � ������	� ��� ���� ����	�� ����� ����� �� ������	
 �������

����	�� ���� ������� �������� ��� ����		� ���� �������
 ������� ��� ���� �������� ����

���� ��������� ����
 ����� ��� ����	�� ��� �� ���� �	���	� �������
 ��������
 ���� ���

������� 4�������� ������&���� �����#��� ���� ��������	� �� �������� �� 	��� �� ����

�������� �	���%����� ����� ���� ��� �������� ���� ������� ��� �����	� ��	���� �� ��� �	���

�� �� ��������� 5� ��� ����� ���� ��� ���� ������ ���� �� ��� ����������� �����#���

�� �� ���������	� ������ ���� ���� ���	�� 	��	� ���� ���� ������ ��� ����
 �� ��������

 ��� � ������ �� �		 ������&���� ��������

'�������� �� �	� �06� ������ ��� � ���������� ����� �� %�� ������&���� ����������

���� �/ ���� ���� ���� ��� 71 ����� 38 '������� 9��������� 4��� ��� ��������	� ����

����� ��	� ���		 ��������� ��� ��� ��� �	���%����� ��������� ������� �� 1��0 ������

0:
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����� ������� ���� �����	�� ��� ������� �		���	� ��� ��� ���� ����� ��

�����	���� ��� ��	�� ���������� ������ ����� ������ �� ��������� ���� ����� ����������

������� ������ ��� ������� �����  !"#$�% &'(') �	������ ��� *��� ������� ��������

!"#$� ��� *��� ��� �� ��� ��� ������� ���	����
����� �	������ ��� ��	����� ����

�������� ���� ������ +������� �� �� ��� ��	�������� ����������� ��� ����� �������� �	��,

���� ��	� �� �����,-���� ��������� ���	� �������� ��� ��� �����*���� ������������� &'�.)�

����������� !"#$� ���� ��� ���� ���	������� ������ 	��������  !"#% �� ��� ����,

������ 	�������� ���� ��	���� ���� �� ���� ������� ������������ � /����������� �����*���0�

����� ������ 1� 1� ��� ���	��� &() ����	���� ���� 	�������� ��� �� �2�	� �� ��� /����������

�����*���� ���� ��� ������� 3��� �2�	� �� ������*�� ��� ��	����� ���� ��������� ���	� �� �����

����� ��� ������������ ���*�� *� ����
��� ��� ��*�� �� ������ �� �� �����*���� �� ��

�����*��� ��� ��� ������� ������ � ����� �� ����� ������ �������� ���� ���� ���� ����

��*���� ���� �����	� �� ���	� �� �� ��4	��� �� ������ ������� �������� &55)� +������� ����

�2�	� �� ����
����� �� ��� �� ���	�� �� �����,-���� �������� *�	���� �� *����� �������
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6��� 	���������� �� �7����� �����,*���� �������� ������� -����0 ������ �� 	��	����� ���

���*�*����� �� ��	� 	���� ����� ���� �7����� 3�� ��� ���*�*�� 	���� �� 	����� �� ��� 	����

�� ���� �7����� �� ����� �� ������� ��� 	��	�������� �� �����*��� ����������	� �����,

���� �� ���� ������� �����*���� 	������������ ����������� �� ��	� ����� ����� ��� 	�����

1������� ���� ��������� �� ����� �������� �� ����,����� �����	������� �����,-���� ��������

����� �	������ ������������ ���� 	�����8	����� ��������	�� �� &9�) ��������� ��� ������ ��

���� ��� 	�����8	����� ��������� ����� 
���,��� ���� �� ���� � ���	���� �� ��� ���� �� ���

���*�*����� ���������� 3�� 	�����8	����� �		���	� 	�� ����� ���� ���� ����� ��� �����,

���� ��������� 	����� ���� ���*�*����� ���������� �� ���� �� ��� ������� ������� ������� ��

��� 	����	� 	����� -�	���� ���� ��� ������ �2�	����� �4	����� ��*��� �� ������ ��� �������

��	������� ��������� �����,*���� 	�����8��� ���� *��� ������� �� ������� 	�����8	�����
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�����"��� 	 ��(����� ����� 	� #�������$ )� *� ���� ����������� ��� �
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 ����� 	��

�
 ��	� �	�� ����� 	� �	� 	���
���	���$ ��� �	�� ���!�� ) 
# ��	����� ����	���� ���� 	��	�

���� %�
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������� ������������ �� ������ ��� ���� �������� ������� �������� ������� �� Ibest� ���� ��

����������� �� ����� ��	�

�� ��� ������ ����� �� ������ ��� Ibest ���� �������� �������������� ������ ���� ����� Ibest

������ �� ������ ����� ��� ��� ������� ������������ ����� ������ ����� �� ��� ��������������

������� ���� ��������� �� ������ �����


������� ���	
��� ��� � ���

��  ����� � �������� ������ X(ΩLS)�

!� ���� X(ΩLS)" �������� B ��������� ������� X(ΩBS1), ..., X(ΩBSB
) �� ���� Bsize�

	� ��� ���� i = [1, ..., B]# Vi = Disc(X(Ω)BSi)" ����� ψi �� � ����� ���������� ���

�������������� ������ �������� ���� � �������������� �� � ������ X(ΩBS) ��� Ii =

card(ψi)" ����� �� ��� ������ �� �������������� ������ ��������� �$ ��� ���������������

��  ����� � ��������� �� ��� ����������� �� �������������� ������ ��� ���� � ���������

������$ ��������


H(ψ) = (ξj , fj)/ξj ∈ ψ : fj = card(ek∈ψ/ek=ξj)
card(ψ)

%���� j = 1, ..., J " ψ = e1, e2, ..., eg ��� ��� ��� �������������� ������ �������� ���� &

��������������� ��� i = 1, ..., g�
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� �	���� ��������

H(κ) = (Ij , fj) : fj = Ij
card(κ)

��	�	 κ = I1, I2, ..., IJ 
�	 ��	 ����	� �� ��	��
�� 
�� j = 1, ..., J �

�� �	� Imax = max(H(κ)) ���� � ��	 �
���� ��	��
� ��	��	��� ���
�	� ��� � 	�	��

����	��
���� �	 ��	 ���	�� !���
��	 ����	� �� ����	��
��� !���� ���
�	� 
����

B ����	��
�����

"� �	�	�� ��	 ��! Imax ���	�� !���
��	 ����	��
��� !���� ���� ��	 ����	��
��� !���

��������� H(ψ)# ���� ��
�� j = 1, ..., Imax�

fj =
{
max(fj)), if j=1)
max(fj):fj<fj−1), Otherwise

}

��	�	# dj = (ξj , fj) �	� ��	 �
��	� ξj 
�	 ��	 �	�	��	� ����	��
��� !���� ��� ��	

��	��
� ��	 Imax + 1�

����� �����	
�� ����� �������� �������������� ����� ������������ �����

��������� ������

$�� �	�����	 � �
��	� ��� � ���		 !�
�	�� $�	 %��� !�
�	 � ��	 �
�	 
� � ��	 &''
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�	� 
���	� (� ��	 �	���� !�
�	 �	 ������ ��	� ��	 ����	��
��� !���

��������� ������� �� 
!!���� 
 ����� 
�	�
�	 %��	� ��� 
 ����� ��	 ws� $�	

�	������ ������	� ����	 � ����� � %� )�� �	 �
� �		 ������ �	���� *�� !	
+�, ��	�	

��	 !���
���� �� ��	 �
���
�	 !���� �� �	 ��	 	�
�� ����	��
��� !��� � ���	�� ��

����� � %� )�# ��	 ���
��� ��	 ��
� ���� !
�
��	� ��� ��	 ��
�� � �
��	� ��	 ���	�����

!
�
�	�	� T # ���� � �	� 
� ��	 �	�
� �� ��	 ���
�	� ��	��	��� �
��	�� -� �
+�� ���


������ ��� ���	����� T �	 �	%�	 !	
+� Preg 
� ��	 �	���� ���� �	 
���	 ��� ���	�����

��	� $�	 �	
��� ��� �	%��� ���� 
 ���	����� � �� �	�! �� 	�
���
�	 ���� ��	 �	���� ��

���	� !���
���	� *���� ��	��	��,� $�	 ws � �	�	���	� 
� �������� �	 ��
�� �� �	����

ws = 3 
�� �	 �
����
�	 ��	 ����	� �� !	
+� Preg ���
�	�� �	 ������	 �� ���	�	�� ��	
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��� ��������� ����
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�������� ��� �� ��! � �����! 
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�� "! %�%	�
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�!���

��� ������ ��� ���� �� ��� ������ ���� ��

������ �� ���� ���
�!��

������� ����	
�� ��� � ����

�� &
���� � ���
���! ����� X(ΩLS)�

#� �
�� X(ΩLS)� !���
��� B 	�����
� ������ X(ΩBS1), ..., X(ΩBSB
) �� ���� Bsize�

'� ��
 ���� i = [1, ..., B]� Vi = Disc(X(Ω)BSi)� ���
� ψi �� � �����
 ���������! ���

����
��������� ����� �	������ �
�� � ����
��������� �� � ����� X(ΩBS) ��� Ii =

card(ψi)� ����� �� ��� ���	�
 �� ����
��������� ����� !���
���� 	 ��� ����
����������

%� &
���� � �����!
�� �� ��� �
�$������� �� ����
��������� ����� ��� ���� � �����!
��

������ ��������(

H(ψ) = (ξj , fj)/ξj ∈ ψ : fj = card(ek∈ψ/ek=ξj)
card(ψ)

)��
� j = 1, ..., J � ψ = e1, e2, ..., eg �
� ��� ��� ����
��������� ����� �	������ �
�� *

����
���������� ��� i = 1, ..., g�

+� ,������� ��� �	��� ����
�	����� 	 �� ��! � �����! ���
�!� "���
 ���� � ������

���� �� Ws ���� ���� ��
 i = 1, ..., J �

H(ψ) =

{
fi), if i<Ws

1
ws

∑i

j=(i−Ws)
fj), otherwise

}
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����� ���� 	 ws = 7 	�� ��� ��������� ��	!��


� ���  ��������� ∀jin1, ..., J : t = mean(fj))�

�� �������� ������ ��� ��� �� �� ����� �� ��� ��������� t� ���� ����

∀j = 1, ..., J � ��� ��������� ������ �� ����� ������ ���� ��� ������������� ������

dj���� ��� tpointsj =
{
fj , if |t−fj |−|t−fj+1|≤0
fj+1, if |t−fj+1|−|t−fj |

}
� �� fj < t and fj+1 ≥ t ��

fj ≥ t and fj+1 < t�

�� �� � !� �������� ��� ������ �������� �� ��� ��" ������� � ������#�� ���$������� %�

��&�� ��� ��" ������ #�  $����� Peakj ���� ����
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∀i = 1, ..., ts ��� l = 1, ..., J ��� Peakj = fj > t : tpointsi ≤ fl ≤ fl+1� �	�
� ts �� �	�
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 � ���-���� ����
��������� ����� �� � ������ ������� �� ��������� �	� �	
��	���

����� dt �	�� ��
���� � ��
���� �
���
�� )��� ���
��� �� �	� ���� �� 12340*� �� ������
��

������� ���� ��� ���
����� �� ������ ��
 �	� ��� �
������ �	
��	��� ����� dtbest �� ��
-

������ �� �	� ��������� ��������� �� �	�� ���� �� ����� �	� ����� ���� ��� ��� ��������

����� � �������� �
���
�� �� 
���	���

dtbest = arg max
∑B
i=1(Split(ΩBSi) = dti)

#5



������ ��	
 ��� ���� ���	 
�	� ����
���
 n ���	��� ������ ����
 ��������	 ���� n ����
���


����
 ���� q ��	�
 ����
������ ��� ����
���	 ����
 t� ��� ����� ���	 
�	� ����
���
 ��� ����

���� ����� ������ ��� ��� ��
� 
��� �� ���� ��	��

����� ����	�
�� ������ ��	�� �
���
�� ��	���������
� ��������� �����

��� ������ �� ����� �� ������ � ������ �������������� �������� ������ ��� ������ �����
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��� ���� dtbest �� ���� ���� N ��� ��� � �������� ����� $������ ��������� �� ����� � ����
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��������� ������������ �� ��� B ��������� ����� ��� ���� ���� N �� ����� �� ����� ��) ���
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��� n ��������� �������

�������� ��� ���� �������� �� �������� ��������� ����� �� ��� ���� ��������� dtbest� ����� ��

��� ����� ����� �� ����� ��� �������� �������� ������ ΩLS �� ��� ��������� ����� d
t
best ���

������ ��� ��� ��������� ������� ���� �������� ������������ ������ ��������� �� ��� �����
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ΩLS �  � �� �����! ��! �������� ���� ���� �! ��! �������� ���"���� ������ #�������$

����� ���� ���� �� ��� ��� �������� ������� �� ��� %&' �������� �� ��������� �� ������ (�

������� ����	
�� ��� � ����

)� *����� � �������� ������ X(ΩLS)�

+� ���� X(ΩLS)� �������� B ��������� ������� X(ΩBS1), ..., X(ΩBSB
) �� ��,� Bsize�

(� ��� ��� i = [1, ..., B]- dti = Split(X(Ω)BSi)� ����� d
t
i �� ��� ���� ��������� ����� �����

�������� ���� ������,��� � ������ ������� �� � ������ X(ΩBS)�

�� *����� � ��������� �� ����� B ��������� ������ ���� dt1, d
t
2, ..., d

t
B�
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 �� dtbest = max(dti)

�	��� i = [1, ..., B]�

�� ��� �	� �������� ��
��� X(ΩLS) �� �	�� ����� ��� �� ��� ��� ��� ����������������

������ ��
 ���� �� �	� ��
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� ������������� � ������"�� ���	 �� ���'��

/���� ���	 ��������(����� ���� ������ �	� ��
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�� Xi ����� �� �������� � �� �� ��������

(y, z) �� Xi ����� �� 	� �� ���� ������ �
�� �����

∀(w ∈ [y; z), u ∈ (y; z]),¬(w = y ∧ u = z) ⇒ Cmp(x Xi = w) ∩ Cmp(x Xi = u) �= 0

���

Cmp(x Xi = y) ∩ Cmp(x Xi = z) = 0
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��� �������� 	�
������� ��� ����� �� �� �� ! ��	����� �� "#$ ��� "#%

���&�������� ��� ���� &��	�	�� ����� ��� � ���
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� (���� �� )"" ���&����� �� ��� ��������� ���&��

• *� ��(� � ������ ���� ���&�� Ωrs ���� ��� ������ &�&
�������

• +��� ���� ���� ���&�� Ωrs! �� �������� � ����� ���� ���&�� Ωbs 	 ��&����� �����&����

�� Ωrs! n = 1000 ����� 	 
���� ������� 	�������&�
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�	 f(X|C) ��� ���� ����� c1, ..., cm �	 ���� ��������� ����� �	�

���� ��� ������� �� f(X|C) �� ���� ��
	� �	 X = x1, ..., xa ���� ���� ∀X�

f(X|ci) = 1
b

∑b
j=1 fj(X|ci)� ����� fj(X|C = ci) = card(C(w)=ci)

card(X(w)) ��� i = 1, ...,m�

��  �����	 ��� ����� �
���
���
�	� f(X|ci) �! ����!
	� � ��
	� ������� "���� �
�� �

�
	��� �
�� �� ws ���� ���� ��� i = 1, ..., a �	� ∀C�

f(xi|c) =

{
f(xi|C), if i<ws
1

ws

∑i

j=(i−ws)
f(xj |C), otherwise

}
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��	�� ������� ��� � �������� �������� ��� �� � !"#$� %������ &������'���( ��� ���

�	� �������� �$����	
��  �!"(� ����� ��� �� ����� �� �� ������� ��
�	���� �%����	(

���	���� �� ������ ��)� * �����	+ �� ����� ������� �� 
���� �����,

-��  !"#$ ������ �� � 
	���+ �������� ����� ������� ����� ���������� 	���	��� ��
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��������� ���������, �� ������� �� ��������� ������� ������!� � �� ������ ��*�� '�

�������� ������� � �������� ������ ��� � �!����� �� ��)������� �� �� ����!��� ���

�� ��������*�� �� � ������ ��� �� ��!���� ��������� �) �� ����!�� )�����������

��� ���� ���	

/�� �� ���������� ��!� ���� ���� ����� �� �� ��� ��� )��� �� 0�' ��������� $	�&

���� �� �� (� ��	� '� ���, ���� �� ������ ��!� %� ��������� ������� ������ ��

(X1(ω), ..., X85(ω)) ��� � ����� C(ω)� ����� ������ �������� �) . �� 1 ������� ��� ������

����� ��� ����� ���, ��� '��� ��� ��!��� 	�2 �������� ��� �� ������ -�!�)��� ���

��������� �222 ��������� 3�� �� �� ��!�)��� ����� ������� �����(��� ����� ��

�������� � �� ������

%2
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������������� ������� ���� ���� ��������� ���� ����� ������� ����� ����� ��� ��� �����

�� �� ������� �!��� "� ����� �#$��������� %����� �� �� ���� ��$��� ���� �����$ &�����

������������� ������� $��'��� ������ ���� �����&����� �������� (����� �� �� ���)� ���*

���� ����� �$����� �����&�$������� ������������� ���������� ���� ��� ����� � ���� ���� 

��������� ���� ����� �$������� �� ��� ��� �' ������� ������ +�*����� ��  �� �� �� ���,�

���* ���� ����� �$������� �� �� ���� �-����� �� ����� �' ���� ��� ����� ��$���

���� ��� ����� ������$����� "� ��� ��� �' ����� �� �� �����.���� �������� �� �� ����

����������� ���� ����� �� ������������� ��������� ���$��'���� ��� ����� �� �� ���������

*��� ��� �������� �����$���� '�� ��������� �����������

/������� ����� ����������� ����� ��� �������� �� ��� ��$�� �' ������������� �������

�� �����.���� ��� ����������� �' ��� ������������� �� ��� ��*� � ���� �,��� 0�� ������ ��

���� ������������� �� � $��$�������� ���$ '�� �����.��� ��� �� ������� ����� ��� �� �� ��

���� ��� �� ��� ���� �' ��� ���� �� ��$����� �� ��� ���� �' ��� ����� "� �� ��� � ����� &
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	� ��� �������� ������ ��� ����� ����� ��� ��������� �� ��� ��������� ��������� ��

��� ��������������� �� �������� ���� ��� ��� � �� ������!�� ���� ��� "�#$%

�������&����� �������� ���� n = 100 �������� ����� ��� ��' �� ����� � ���� �������

�������� ����� �� ������� ��� ������� �� "�#$% �������� ��� ����� ()� �������&�����

������ ��(��� ���)�� ��� ��� � � ������ �� ������� ��� �� �� �** �������� ������

+�� ��� ���)� �������&����� ������ ��)� ���� ����������� ���� ��� ������� � ,�����-

���.�������/0�

��� "1�#� "�#$% ���  �������2��� ������ ��)� �� ��������� ������� ���� ���

�� ��� ��!���� ��' ��������� ������� ��� ��� ������� ���������� �� �� ��� ��������&�����

��������� ����������� �� 3456� ��� ��� %��"���� ������� ��� ����(����� ��)�� � �� ��

*�5� ��� ��� ���-!���� ��� ��������� ��� �����7 ������� ��������� �� ����� ��� ��������

��� �� ������� 3896� �� ����� �� (�� ��� ���-)���� �� ��� ��������� ���� �������&�����

������!�� ��� ������� ���� ���� ��� ���)� ��������� ���-���� ��� ������-�� �����-

���� �� ������ ��� !�����' �� �������&����� ��� ��������� ��� �������� ���������� ���

��:����� ������ ���� �� (���� ��9�

;8
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� ������� ��� ��������� �������� �� � ������� ������������� ���� � ��������� �� ���

���� �������� ��������� ������ ��� ����������� � ����� �������� �� ��� ��������� ����� �� ���

��� ������������� ������� ������� ������ ��� ��� ���� ����� ��� �������� ������ ��� �����

����� �� ���� ����� �� ����� ��� �� ���� ������ ����� �� ������ ����� �������������

�� �����  ������� ��� ������� ���������� �� �� ��� ���� ��� ����� �� �!"�� #!! ��

#$! ���� �� ��� ����� ��� ����� ��� ��� ����� ������� ������� %!&'( ���� ����� ���

��������� ��� ��������� ����� )�� ��������� �� ������� �������� ������������� �����*

�� �+������ �������� , ��� �������� ��� ������ �� (������� �� "��� ��� ��������� ����

����� ��� �������

- ����� �� ������ ��� �������� ��.������ �� �������� ��� ��� /� ���������� � ����

�������� �� ������� ��� ��� ��������� ��� ������ ��� ��������� � ������� ������ ������

��0 ����� ��� ���������� ������ �� ��� �������� ��.������ �� �������� ������ ��� #$!

������ �� ��� ����� ������������� �������� 1��� ���� � ���� ���������� ������ ��

��� ������� �� 23 ������������� �+�������� ��������� � ��� ���� ���������� ������

��4 ����������� ��� ��������� ������ #$!� %!&'( �� ������5� ������� ��������� ����

�6$-7�1#�

$��� ���������� ������� ���� ��� ���� � 8/29 �� �������� � ������� ���� ���

��� :� ���� ������� �� ��� ��.������ ������ �������� � ��������� ���� ��� �����;

�������� ������� ������� ��� � ��� ������ ������� ��������� ����� < =�� ����� ��=���� ���

������� ���� �� �� ��.�������� � �� �� ��� �+��������� < ��������� ����� ���������

�� ������� ���� �������� ������� ������� ����� ��� ���� ��.������ ���� ��� �+���������
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�� ��������� ����� ������� � ��������� �� ��������� �� ��� ������ ���� ��� ������ ����

�������� �� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� �� ��� ���� �� ��� ������ �� ��������� ��� �

!�� ������ ���� ��� ����" ���� #�� �$$% ����� ���� ��� &'( ������ �� ���������

� ��� ����� ������� ���� ��� ��� ������ ���� ��� ����" ���� ����� ���� �� ���)�������

��� ����� ����������� ������ ��* ���� ���� ��� !+!( ����� �� ������ ,��� ���� ����

-$ )������ �� ��� ��������� ������ �.����� ��� ���� )����������� �� ��� &'( �������

/������� *$ )������ �� ��� ��������� ����������� � �������� ����� )���������� �� !+!(�

!�� ���� ����� ���� �������� 0����� ���)�� ����� ��� ���� ������� �.���� ������� ��

�������� ������������ ������
 ���� �������� ��� &'( ������ �� ���� � �� �$ )������

��
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� "� ������� �� ��� �����	
���� �� � �� ! ������� ���� ���
���� �� ��

������� �����	
��� �� ��� ���� �� ������ #���� ��� ����� ������ �������� �� �������

	$ � � �� �	�
� %� ������� �� ��� �����	
��� 	
� ����������&$� ��� � '� �� '( ������� ����

���
���$ �� '� ������� �� �����	
����

������� ����	
��� ����	
�

)��
�� ��"* ���������	 �
 ������� �	� ���	���� ��������	 ������	 ��� �	� ����� ��������

+����� �� ��������� ��� ���� ���
���$ �� �&& ��� ������� �� ����
�� ��� �������&

���� t∗ �� ��� �,������ �� ���� ������ -��� ����� ��� 	��� ���.��
�&$ 
�� �� /!'0� -��

������ ��� ������� ��� 	$ ��� �������� �� ��� ��&&����� ����������& �����
��� ��� u ��

v 	� ��� ������ �� �������� 1� ���� ��� �,������ Γuv 	������ ��� ����� �� ��&& �����
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�������� �� �	� ���	�
� u ��
 v� 	�� 
�������� �� � ���
�� ��������� �	��	 �� ����	��

������ ���	 ���������� (μ, σ)� �� ������
� �	�� u �� ������ �	�� v �� μ �� ������������

�������� �� �� �� 	��� � � �� �  � ������������� 	� ��������
 ���� ����� μ ��
 ����

����
��
 
�������� σ ���!

μuv = 1
850

∑11,21
j=1,s=1 γ

uv
js " �	���# γuvjs = γujs − γvjs

σuv =
√

1
850

∑11,21
j=1,s=1 γ

uv
js − μuv ��
 t∗ ��! t∗ = μuv

σuv/
√
n
> t1−α

$����� ���! ���������	 �
 �� ����������	� �����������	 ���	 ��� �� �������

���	 t1−α �	� �������� ����� �� �	� ���� α �� � %��
���&� ��� ���	 (n − 1) 
������ ��

����
��� %����# n �� �����# �� 	��� ��� α = 0.05# t1−α/2 = 1.96� 	� �������
 t∗ �������

��� �������
 �� ����� ���� '������� ������ �� t∗ ��
����� �	�� �	� ���	�
 �� �	� ��� �� ������

�	�� �	� ���	�
 �� �	� ������� 	� ����� �	��� �	� ���������� �� (	�)*���� ��
 +����

���	�
� �	��� ������� ��� �	� ����� ����� ��� �	� ���	�
�� *,-'(# $.%+/0# *1,-

��
 ,+, ������� ������ ��
 	��� ���������� ������� 
���������� $��	��&� �������	� ���	

$������� �������� ���� � ��� ����	�� �� ��������� �	� ��������# �	��� 2,,# 2%, ��
 +,

������������# ������ ���	 ������ ��������
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�� ���� ���� � ��� �� ��� ���� �� ������ ���� ��� ��� ������ ������ � ��

���� ����� ��� ������� ������������� ����� ���� ��� ����� ������ �� ���� �������

�� ����� ��� ������ ������ ���������� ������������� � ��� �������� �������� � ���

���� �������� ������� ������� � !��� �� ��"����� ��� ���#��� �$��������� ����� ��

���� ��� ������ �������� � ������� �������� ������ ��% ��� ���� ��� ��������� �����

�� ���� � ��� &� ���������� � '()� !*!) ��� ��� ������ �������� ��� ���� ����� 

�����+�� ��� ������ � ��� ��#���� �������� ,� ���� � ����� ��"������ � �������� � ���

������ ����� ��� '()� ��� � ���������� ��"������ ��� !*!) ����� ��� ������ ���

����� ����� �������� �� ���� -. ������� � ��� �����������

������� �
�	����
���� �����	
	

*� �������� � ������������� ���� ����������� �� ������� ��� ����� ������/��� ���� ��

������� ��� �#������� �� ��� � ���� ��� ������������� #������� �� ���#����� ����������

!���� ���� �� ��� ��� �������� ��� �������� ��#����� ���� �� 0)123 ��� '() ��

���� � ��� ��� �������� ���� �� +���� ��4� 5� �$������ ��� ��#����� ��� ��� ����

�������� �� ���� ������ �� ��� ���� � 0)123 ���� �� '()� !��� ��"����� �� �����+����

�� ��� ��#���� ��� ���� �������� ����� ��#� ���� ���������� ����� 0)123 �$������ �
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