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Résumé

La présente étude s’intéresse particulierement au concept mathématique de fraction et
a son enseignement-apprentissage au cycle 3 de 1’école primaire en France. Ce concept étant
souvent difficile & comprendre par les éleves, il est introduit formellement des la classe de
CM1 du cycle 3 de I’école primaire.

L’objectif de cette recherche a été, dans un premier temps, 1’étude de 1’enseignement
des fractions. Pour ce faire, sont analysées les situations d’apprentissage qui proposent des
activités portant sur les fractions dans cing manuels scolaires de mathématiques de CML1 et
cing manuels de CM2, de méme collection; le but est de connaitre les différentes
significations de la fraction présentes dans ces manuels.

Dans un deuxiéme temps, [’objectif de cette recherche fut de savoir ce qu’il reste chez
les éleves apres qu’ils ont étudié les fractions. Pour cela, un échantillon de 275 sujets, 160 de
CM1 et 115 de CM2 de I’école primaire, ont répondu a un questionnaire écrit portant sur les
fractions. Le but est d’étudier les conceptions et les représentations chez ces éléves a 1’égard
de la notion de fraction, en particulier a 1’égard des différentes significations de la fraction
données par ces éléves.

Dans un troisieme temps, nous voulions connaitre les conceptions de quelques
enseignants sur la maniere avec laquelle ils abordent les fractions avec leurs éleves. Pour ce
faire, 8 enseignants parmi les 12 enseignants des classes concernées ont participé a 1’étude.

L’analyse effectuée sur les manuels scolaires a été faite a ’aide d’une grille d’analyse,
les résultats de cette analyse relévent que les activités ou les situations d’apprentissage
proposées dans les manuels scolaires choisis ne sont pas réparties a égalité entre les diverses
significations de la fraction. De plus, les significations de la fraction les plus présentes dans
les manuels scolaires de CM1 a travers les activités analysées sont respectivement les
suivantes : Partie-tout (quantité continue), Mesure, Nombre ; dans les manuels scolaires de
CM2, les significations les plus présentes sont respectivement les suivantes : Nombre, Partie-
tout (quantité continue) et Mesure. En revanche, les activités relatives aux autres
significations sont généralement présentes, mais avec des fréquences réduites.

Pour traiter de 1’apprentissage des fractions chez les ¢éleves, 1’analyse s’est effectuée
autour des connaissances et des représentations des éléves de CM1 et de CM2 par rapport aux
différentes significations de la fraction. Cette analyse, effectuée sur les réponses des éleves
sur le questionnaire, montre que la signification de la fraction la plus utilisée, par les éléves de

CML1 et de CM2, est celle de Partie d’'un tout (quantité continue). Les significations Nombre,
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Mesure, Partie d’un tout (quantité discréte) et Nombre sur une droite graduée sont présentes
dans les réponses des éleves. En revanche, les autres significations sont celles qui sont les
moins utilisées par les éléves. De plus, en ce qui concerne les significations manifestées de la
fraction, les éléves de ces deux niveaux scolaires ne différent pas beaucoup. Enfin, notre étude
permet de constater que les éleves utilisent les significations de la fraction les plus
fréquemment présentes dans les manuels scolaires, cela nous donne un éclairage sur I’objet de
I’influence de I’enseignement des fractions sur I’apprentissage des €l¢ves.

Afin de connaitre les conceptions pédagogiques et épistémologiques des enseignants
sur leur maniére d’aborder 1’enseignement de la fraction, nous avons construit les données au
moyen d’une enquéte par questionnaire auprés de 8 enseignants. Les réponses a ce
questionnaire ont été analysées suivant deux perspectives, pédagogique et mathématique.
Pour I’analyse a caractere pédagogique, une grille a été construite autour des modes de
représentation privilégiés par les maitres et autour des roles respectivement réservés au maitre
et a I’¢éleve. En parallele, nous avons vérifié la valeur mathématique des réponses fournies par
les enseignants. Pour introduire le concept de la fraction, les enseignants affirment qu’ils
laissent une large place a I’utilisation du matériel ou de représentations graphiques. Les
enseignants se réservent par ailleurs un role important tout au long des démarches

d’enseignement et d’apprentissage.

Mots-clés: Concept de fraction, significations de la fraction, enseignement-

apprentissage des fractions, le manuel scolaire de mathématiques.
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Abstract

This study concerns the fraction mathematical concept, mainly in its teaching-learning
in the cycle 3 of French primary school. This concept is often difficult to be understood by
pupils; it is formally introduced in the CM1 class of the cycle 3 in primary school.

The object of this research was, firstly, the study of fractions’ teaching. To do that, we
analyzed learning situations that offer activities bearing on fractions in five math textbooks of
CML1 and five math textbooks of CM2, all from the same collection ; the goal is to know the
different meanings of the fraction present in these books.

In a second time, the object of this research was to find out what pupils remain after
they studied fractions. For that, a sample of 275 subjects, 160 from CM1 and 115 from CM2,
answered to a written questionnaire bearing on fractions. The goal is to study conceptions and
representations that pupils have in respect of the concept of fraction, particularly in respect of
different meanings of fraction given by these pupils.

In a third time, we wanted to know the opinions of a few teachers about the way in
which they approach fractions at school. To do that, 8 teachers among the 12 teachers of the
classes concerned participated in the study.

The analysis conducted on the books was made with the help of an analysis grid; the
results of this analysis point out that the activities or learning situations offered in selected
books are not equally distributed between the various meanings of fraction.

Moreover, the most present meanings of fraction in CM1 books through the activities
analyzed are respectively the following: Part of a whole, Measurement and Number; in CM2
books, the most present meanings are respectively the following: Number, Part of a whole and
Measurement. However, the activities related to the other meanings are generally present, but
with a reduced frequency.

To treat fractions’ learning by pupils, the analysis was made around of the knowledge
and the representations of the pupils of CM1 and CM2 relative to different meanings of
fraction. This analysis, performed on the pupils' answers on the questionnaire, shows that the
meaning of fraction the most used by the students of CM1 and CM2, is that of Part of a whole
(continuous quantity). The meanings Number, Measure, Part of a whole (discrete quantity)
and Number on a number line are present in pupils' answers. However, the other meanings are
those who are the less used by the pupils. Moreover, in regards to the manifested meanings of

fraction, pupils of both school levels do not differ much. Finally, our study shows that pupils
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use the most fraction’s meanings found in books. It gives us a light on the subject of the
influence of fractions’ teaching in pupils’ training.

To know the epistemological and pedagogical conceptions of teachers in their
approach to fraction’s teaching, we built the data by a sample survey with 8 teachers. The
answers were analyzed using two perspectives, pedagogic and mathematic. For the
pedagogical character analysis, a grid was built around the privileged modes of representation
by the teachers and around the respective roles reserved to teacher and pupils. In parallel, we
verified the mathematical value of the answers provided by the teachers. To introduce the
concept of fraction, the teachers say that they give a large place to concrete or graphical
representations. Also, the teachers have an important role throughout teaching and learning

approaches.

Keywords: The concept of fraction, meanings of the fraction, teaching and learning of
fractions, the textbook of mathematics.
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Introduction : de ’origine de notre recherche

De tout temps, pour résoudre certains problémes de la vie courante (partage de terre,
d’objets, de volume, découpage du temps, etc.), ’homme est souvent obligé de procéder a la
division d’un nombre par un autre non nul, ce qui fait appel a la notion de fraction. Ainsi,
pour réaliser cette action, il doit faire preuve d’une bonne maitrise des différentes techniques
opératoires sur les fractions. De plus, depuis longtemps et encore a I’heure actuelle, les
fractions posent de nombreuses difficultés aux éléves du cycle 3 et ces difficultés vont
rarement en se réduisant dans les années suivantes. C’est pourquoi il est primordial que les
¢éléves sortent de 1’école primaire avec une idée précise et claire sur ce que sont ces nouveaux
nombres. Les sources d’erreurs sont souvent dues a 1’assimilation par les ¢léves des nombres
décimaux comme deux nombres entiers mis bout a bout, ce qui fait qu’ils pensent que les
fractions se rapprochent des nombres entiers. De ce fait, la nature méme de ces nombres est
mal comprise, ce qui entraine de nombreuses difficultés de manipulation par la suite.

Les fractions se retrouvent dans diverses activités de la vie de tous les jours. Nous les
utilisons dans nos activités courantes comme le partage (d’aliments par exemple), les
distances, la comparaison d’objets, I’heure, les unités de mesure, etc... Certains professionnels
en ont besoin dans leur métier, comme cuisinier, menuisier, magon, et autres. De plus,
plusieurs maticres scolaires demandent 1’utilisation de fractions comme les mathématiques, la
géographie, les sciences. L’apprentissage de la notion de fraction est a 1’étude en primaire,
surtout au troisieme cycle, en général au CM1 et CM2, avec I’exploration des certaines
opérations arithmétiques sur les fractions, exploration qui s’approfondit dans les stades
avancés de la scolarité. L’apprentissage des fractions a 1’école primaire, en France, a été

’objet de recherches didactiques pensées, notamment de Guy Brousseau.

Attitude des éléves lors de leur confrontation avec les fractions

Actuellement, plusieurs difficultés en mathématiques, observées chez les jeunes éleves
du primaire, deviennent visibles pour les intervenants lorsque la notion de fraction devient
I’enjeu de I’enseignement. D’autre part, chez plusieurs enseignants de mathématiques, au
primaire, 1’enseignement des fractions et des nombres rationnels en général, constitue un
enjeu professionnel de taille, et ce malgré le nombre d’outils mis a leur disposition.

L’expérience montre que les éléves ont des impressions plutét négatives en ce qui
concerne 1’apprentissage des fractions ; les fractions sont un des premiers et principaux

terrains ou se développe le dégolt des mathématiques (Rouche, 1998). Nous pouvons
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constater que la plupart des éléves semblent vivre un état de panique a la seule vue des
fractions (Hembree, 1990). lls manifestent verbalement leur frustration et leur incapacité a les
manipuler, y compris dans les opérations arithmétiques les plus simples comme 1’addition et
la soustraction. Ils éprouvent un ¢état d’insécurité¢ réel lors des évaluations parce que
potentiellement, ils peuvent avoir a manipuler des fractions et ils percoivent qu’ils partent
défavorisés et inévitablement leurs performances en souffrent (Hembree, 1990).

De plus, certains éleves plus ageés, ceci est visible notamment dans la formation des
adultes, disent clairement qu’ils ont renoncé a comprendre les opérations sur les fractions et
déclarent que leur but principal est de mettre un terme a une situation dans laquelle ils se
sentent mal a 1’aise et sur laquelle ils semblent n’avoir aucun contrdle : « D’abord que je
passe mon examen! », déclarent-ils avec dépit (Bond, 1998).

Ainsi, Iattitude méme des éléves face a la fraction devient problématique. Dans une
recherche de Kerslake (1986), des enfants interrogés quant a leurs stratégies d’apprentissage
déclarent qu’ils détestent les fractions et affirment utiliser une variété de tactiques dans le but
d’éviter 'utilisation des fractions, et ceci, méme dans les cas les plus simples. Ils déclarent
convertir la fraction en un nombre décimal, ce qui la transforme en un concept plus facilement
manceuvrable a 1’aide de la calculatrice (Kerslake, 1986).

Nous notons encore que les problemes reliés a 1’apprentissage et a 1’utilisation de la
fraction semblent suffisamment importants chez les éleves pour que certains chercheurs
(Behr, Lesh, Post et Silver, 1983) décident d’y consacrer un projet d’envergure, il s’agit du
Rational Number Project ou plusieurs équipes étudient les différents aspects reliés a la

fraction, notamment ceux de I’ordre et de I’équivalence.

Origine du centre d’intérét

Venons-en a la genése de I’'idée de cette recherche. J’ai été enseignant de
mathématiques a 1’école primaire, au collége et au lycée en Syrie de 2004 jusqu’a 2007,
ensuite j’ai été choisi pour travailler comme un assistant-professeur dans le département de
I’éducation des enfants (spécialité : didactique des mathématiques-cycle primaire) a la faculté
de pédagogie a I'université d’Alep en Syrie de 2007 a 2009. J’ai enseigné les mathématiques
aux étudiants qui vont, par la suite, travailler dans le domaine de I’enseignement, surtout a
I’école primaire. Puis, grice au programme d’échange entre la France et la Syrie, j’ai eu
I’occasion d’étre choisi parmi ceux qui suivront leurs études en France pour I’obtention du
doctorat. A cette fin, j’ai suivi une formation pendant neuf mois dans I’institut des langues a

I’université d’Alep pour apprendre la langue frangaise. De plus, ma fonction en tant que
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assistant-professeur a la faculté de pédagogie me pousse a approfondir ma spécialité en
didactique des mathématiques, ce qui m’a conduit a 1’Université Lumiere Lyon 2 en 2009-
2010 ou j’ai travaillé en « master 2 recherche » sur le développement de compétences en
mathématiques et travail personnel des €léves en dehors de la classe. Etude de cas d’¢léves de
classe CM2 de I’école primaire confrontés & la notion de fraction. L’expérience de cette
premiére recherche m’a mis en contact avec plusieurs ceuvres en didactique des
mathématiques que je poursuis en doctorat. A 1’issue de ma recherche en Master 2, j’ai acquis
une nouvelle facon d’appréhender les erreurs, les difficultés des apprenants dans
I’apprentissage des fractions. Dans ce travail de doctorat, je m’intéresse a 1’étude des
différentes significations de la fraction a travers de I’analyse des contenus des manuels
scolaires, des connaissances et des représentations des ¢léves de cycle 3 de I’école primaire.

Pour notre recherche, nous avons choisi le champ conceptuel de la fraction. En
vérifiant le programme de I’enseignement francais, la notion de fraction est initiée en classe
de CM1, nous avons étendu notre étude dans les deux classes CM1 et CM2 de 1’école
primaire. Cette notion de fraction est utile dans plusieurs matiéres scolaires comme les
mathématiques, la géographie, les sciences. Les contenus relatifs aux fractions sont exprimes
sous différentes représentations.

D’ou vient mon intérét pour le choix de ce concept? Nous présentons dans cette
section les raisons principales qui sont derriére notre choix.

Premierement, mon expérience personnelle m’a guidé dans ma réflexion de départ
pour le choix de cet objet d’étude. En effet, mes expériences comme enseignant en
mathématiques dans mon pays, la Syrie, m’ont permis sommairement d’observer que les
¢leves de I’école primaire éprouvent des difficultés a I’égard des fractions. De méme, en
France, certains enseignants et enseignantes du primaire, du collége, du lycée ainsi que
d’université m’ont dit que les fractions sont souvent difficiles pour les éléves. De plus, nous
avons remarqué que les éleves semblent avoir une attitude négative par rapport a ce type de
nombre.

Deuxiémement, mon intérét pour la question de 1’apprentissage des fractions provient
¢galement de mes souvenirs d’¢léve. En effet, je me souviens bien que lorsque j’étais en
primaire et secondaire, j’avais des difficultés a comprendre les factions et je n’aimais
également pas calculer avec les fractions.

Troisiemement, une partie importante de mon mémoire de master 2 Recherche a
I’Université Lumieére Lyon2 a été consacrée a I’é¢tude du concept de fraction et les

compétences mathématiques acquises par les éléeves de CM2 a I’égard des fractions. Je

17



voulais profiter de cette expérience pour réaliser un travail de recherche en doctorat sur le

méme sujet (les fractions) en tentant d’apporter de nouvelles expériences sur ce sujet.

Ainsi, ce choix du concept de fractions pour notre recherche découle naturellement de

notre intérét personnel sur le sujet et, également, de notre volonté de le partager avec des

éléves au travers d’une future pratique enseignante. Nous nous étions interrogé au départ sur

les réelles difficultés que nous avons eues a comprendre certains concepts au sujet des

mathématiques dans notre enfance.

Au début de ce travail, nous nous sommes en particulier posé les questions suivantes :
Comment le concept de la fraction se développe-t-il a travers I’histoire? Quelles
difficultés les éléves rencontrent-ils lors de 1’apprentissage des fractions? Quelles sont
les diverses significations possibles de la fraction? Voila quelques questions auxquelles
nous allons tenter de répondre dans notre partie théorigue.

Quelles significations sont exploitées dans les manuels scolaires de CM1 et de CM2 de
I’école primaire en France lors des activités portant sur les fractions? Quelles
significations les éleves de CM1 et de CM2 du primaire donnent-ils a la fraction ? Ces

questions feront 1’objet de notre partie empirique.

Pour cela, deux objectifs spécifiques et un objectif secondaire ont été définis :

Le premier objectif spécifique était de reconnaitre et exploiter les différentes
significations de la fraction présentes dans les situations d’apprentissage qui proposent
des activités portant sur les fractions dans cinq manuels scolaires de mathématiques de
CMI et dans cinq manuels de CM2 de mémes collections. Nous étudions 1’importance
et la place accordée a chaque signification dans ces manuels choisis.

Le second objectif spécifique était d’identifier les conceptions et representations chez
des éleves de CM1 et de CM2 a I’égard de la notion de fraction, en particulier explorer

et exploiter les différentes significations de la fraction données par ces éleves.

Nous faisons un lien entre les significations de la fraction présentes dans les manuels scolaires

et les significations manifestées et données par les éleves.

L’objectif secondaire de notre recherche était d’identifier quelles conceptions des
concepts mathématiques et de leur apprentissage sont véhiculées par les enseignants, en
particulier connaitre celles de certains enseignants sur la maniere avec laquelle ils
abordent les fractions avec leurs éléves. Pour ce faire, 8 enseignants parmi les 12

enseignants des classes concernées ont participé a 1’étude.
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Pour cette recherche, nous nous intéresserons principalement a la diversité des
significations possibles de la fraction exploitées dans les manuels scolaires choisis de CM1 et
de CM2 et celles données par les éléves de CM1 et de CM2 de 1’école primaire en France.

Afin de parvenir a nos objectifs de recherche, les deux questions suivantes sont
formulées :

e Quelles significations de la fraction sont en jeu dans les activités ou les situations
d’apprentissage proposées dans les manuels scolaires de CM1 et de CM2 ? Quels liens
et distinctions entre ces deux niveaux scolaires CM1 et CM2 pouvons-nous identifier ?

e De quelles manieres et sous quelles formes les éléves de CM1 et de CM2 se
représentent et représentent-ils les fractions ? Quels liens peut-on identifier entre leurs

représentations et leurs connaissances et expériences scolaires ?

Trois hypothéses sont ainsi formulées :

1. La signification de la fraction la plus présente est, dans les manuels de CM1, celle de Partie
d’un tout, et dans les manuels de CM2 celle de Nombre.

2. La signification de la fraction la plus présente, chez les éléves de CM1 et de CM2, est celle
de Partie d’un tout.

3. Les significations de la fraction les plus présentes dans les manuels scolaires choisis, sont
celles que les éléves ont le plus de facilité a illustrer correctement, tandis que celles qui
sont peu présentes dans les manuels sont celles que les éléves éprouvent le plus de

difficulté a illustrer.

La fraction en tant que concept nous amene a I’analyser sur la base des champs
conceptuels de Gérard Vergnaud (1991). Nous nous référons aux propos de Gérard
Vergnaud : « C’est a travers des situations et des problémes a résoudre qu’un concept acquiert
du sens pour I’enfant » (Vergnaud, 1996, p. 198).

Nous avons axé notre analyse, d’une part sur les situations d’apprentissage proposées
dans les contenus de certains manuels scolaires de mathématiques en CM1 et en CM2 portant
sur les fractions et, d’autre part sur les apprentissages de la fraction chez les éléves ; nous
avons ¢tudié, comment 1’éléve construit un sens a ce concept. Pour étudier les apprentissages
des ¢leves, nous avons di faire des enquétes aupres des €léves, nous n’avons pas pu faire des
observations directes dans les classes et nous nous sommes limité a demander aux éléves de
répondre a un questionnaire écrit portant sur les fractions. Enfin, nous voulions voir la fagon

dont les enseignants abordent les fractions avec leurs éleves, cela a partir de leur discours.

19



Un des problémes que nous avons rencontré dans notre recherche, était d’avoir la
possibilité d’observer certaines classes pendant le moment ou l’enseignant transmettait la
notion de fraction pour y adapter les questions et les exercices du questionnaire. 1l nous a fallu
attendre que partout dans les ecoles, ils aient fini le programme sur la fraction pour passer le
questionnaire aux éléves.

Apres I’exploitation théorique, nous mettons en évidence trois axes principaux qui
retiennent notre attention et guident notre recherche :

En premier axe, nous avons centré notre eétude sur les activités proposées dans les
manuels scolaires sur les fractions. Qu’est-ce que proposent les manuels scolaires de
mathématiques en CM1 et CM2 sur les différentes significations de la fraction ? Est-ce que
les significations présentes dans les manuels sont réparties également ? Quelle importance a
chaque signification dans chaque manuel choisi ?

En deuxiéme axe, nous avons focalisé notre étude sur les apprentissages par les éleves
des différentes significations de la fraction. Quelles significations donnent les éeléves a la
fraction ? Comment les éléves de CM1 et CM2 illustrent-ils les fractions ? Quelles
significations sont les plus utilisées par les éléves lors des résolutions de situations de
fraction ?

En troisieme axe, c’est la construction du sens autour du concept de la fraction.
Comment les enseignants abordent-ils ce concept avec leurs éléves ? Quelle programmation
de savoir et de savoir-faire font les enseignants pour 1’apprentissage des fractions a leurs
éleves ?

Toutes nos questions tournent autour de : Quelles significations de la fraction sont
présentes dans les différentes situations d’apprentissage proposées dans les manuels scolaires
de CM1 et de CM2 de I’école primaire ? Comment les éleves de CM1 et de CM2 illustrent-ils
les fractions? Quelles sont leurs connaissances acquises concernant les différentes
significations de la fraction ?

Nous parlons de la relation des éléves au savoir mathématique, ainsi que des contenus
de I’enseignement concernant ce savoir. Nous nous intéressons aux contenus du savoir, dans
le cas de la fraction. C’est le cadre de la didactique qui nous pousse a porter un intérét sur le
contenu de I’enseignement et sur les apprentissages chez les éléves. C’est pourquoi nous
avons choisi ’approche didactique dans notre analyse, ce qui sera surtout notre guide dans

nos perspectives.
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La présentation de cette recherche se déroulera en trois grandes parties.

En premiere partie, puisque nous parlons du concept de fraction, il s’avére nécessaire
d’aborder les différents aspects concernant ce concept, c’est-a-dire 1’aspect historique,
I’aspect mathématique, 1’aspect didactique et ’aspect cognitif de ce concept. En ce qui
concerne l’aspect historique, nous voulons savoir comment le concept de fraction a été
représenté chez des anciens des cultures diverses et comment la forme actuelle de I’écriture de
fraction est arrivée jusqu’a nous. L’aspect mathématique cherche a aborder les différentes
caractéristiques mathématiques concernant les fractions. Dans 1’aspect cognitif/psychologique
concernant les fractions, nous tentons de comprendre les difficultés rencontrées par les éleves
et les démarches qu’ils utilisent pour représenter des fractions. L’aspect didactique est
consacré a présenter certains concepts du champ de la didactique des mathématiques qui
peuvent contribuer a comprendre le processus de I’enseignement comme la Transposition
Didactique développé par Chevallard et le Champ conceptuel développé par Vergnaud.

En deuxieme partie, c’est le résultat d’une partie exploratoire de notre travail, la
lecture. Ce sont les différentes références conceptuelles sur lesquelles nous nous appuyons
pour notre travail de these, qui nous permettront et nous aideront a réaliser cette recherche et a
mettre nos résultats dans un cadre pertinent. Les définitions et les explications données par
plusieurs chercheurs autour des différentes significations de la fraction sont des appuis pour
nous. L’objet de notre étude tourne autour du concept de la fraction. Le concept de fraction met en
ceuvre les différents registres sémiotiques (Duval, 1993). La théorie des champs conceptuels de
Vergnaud (1991) nous permet de situer la notion de fraction dans un réseau, un champ de
concepts. Notre étude est centrée sur le savoir a enseigner présent dans le manuel scolaire et sur
les connaissances acquises par 1’apprenant qui est le principal acteur de I’appropriation du savoir.

En troisieme partie, nous visons a décrire nos méthodes et techniques d’investigation
pour la construction des données, leurs traitements et leurs analyses. Ces données sont
quantitatives et qualitatives. Nous avons choisi les outils grille d’analyse et questionnaire pour
collecter ces donnees. Le traitement des données nécessite la maitrise d’outils statistiques, La
description de nos données est traitée par EXCEL, SPAD et C.H.I.C. Cette partie relate les
dire des enseignants, des éleves et le contenu des manuels scolaires concernant le concept de

la fraction.
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PARTIE I : Le concept de fraction, différents aspects concernés

Dans cette premicre partie, il sera question pour nous, d’aborder les différents points
de vue concernant 1’objet de notre recherche portant sur le concept de fraction.

Cette premiére partie est divisée en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons un simple apercu du concept de fraction
chez des anciens des cultures diverses pour savoir comment la fraction a été représentée. Et
ainsi, comment la forme actuelle de I’écriture de fraction est arrivée jusqu’a nous ?

Le deuxiéme chapitre abordera des fondements et des éléments mathématiques
importants pour les fractions. Il présente les caractéristiques mathématiques des fractions.

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons a 1’aspect cognitif de la fraction. En
effet, pour mieux comprendre les différentes difficultés rencontrées par les éléves de CM1 et
de CM2 et les démarches qu’ils utilisent pour représenter des fractions, les réponses aux
questions suivantes vont nous aider a développer cette compréhension: comment se
développe cette notion chez les enfants du primaire, sur quelles connaissances prend appui
une premiere formalisation de la fraction ?

Le quatrieme chapitre sera consacré a aborder ’aspect didactique des fractions. En
effet, nous mettrons en évidence la contribution du champ théorique de la didactique des
mathématiques a la compréhension du processus de 1’enseignement ; nous nous intéresserons
particulierement au concept du triangle didactique, au concept de la Transposition Didactique
développé par Yves Chevallard et a celui du Champ conceptuel développé par Gérard
Vergnaud avec leurs applications sur le concept de fraction.

22



1. Fraction : points de vue étymologique et historique

Ce chapitre aborde I’aspect historique du concept de fraction. L’objectif de celui-Ci est,
d’une part, d’offrir un simple aper¢u du concept de fractions chez des anciens de cultures
diverses, afin de savoir comment la fraction a été représentée ? Et ainsi, comment la forme
actuelle de I’écriture de fraction est arrivée jusqu’a nous ? D’autre part, d’effectuer d’une
analyse épistémologique de nature historique, afin de récupérer et extraire tous les types de la

fraction qui avaient été utilisés chez les peuples anciens.

En premier lieu, nous abordons le concept de fractions en Mésopotamie, en Egypte, en
Inde, en Grece, au Moyen-Orient et, enfin, en Occident. En deuxiéme lieu, nous présentons
une analyse de nature historique en mettant en évidence sur les différents types de la fraction

utilisés chez les peuples anciens.

1.1.  Apparition et développement historique du concept de fraction

L’histoire des fractions débute avec les civilisations babyloniennes et égyptiennes
(Hocquenghem ; Missenard ; Missenard ; Monnet; Serfati et Tartary, 1980). L’idée de
fraction est apparue trés tot, non pas sous sa forme actuelle, mais le probléme du partage et du
fractionnement d’un ensemble d’objets s’est trés vite posé dans la vie pratique : prélevement
d’impots, échanges, héritages... Dés 1’antiquité des fractions sont apparues. Pour comprendre
au mieux la conceptualisation historique des fractions, procédons a un rappel sur le role
qu’ont eu les fractions dans 1’histoire des mathématiques.

D’un point de vue historique, 1’utilisation des fractions est liée a des taches de
mensuration, comparaison et distribution. Chez les peuples de 1’antiquité, nous constatons le
besoin d’exprimer des rapports non entiers, souvent pour résoudre des problemes de la vie
courante. Selon Wacheux (2012), trés tot, les hommes ont été confrontés au probleme du
partage : comment palier a I’insuffisance des nombres entiers ? Les premieres civilisations
anciennes, qui nous ont laiss¢ des sources permettant d’analyser assez justement leurs
connaissances mathématiques, sont les civilisations babyloniennes et égyptiennes. Il faut
noter que les fractions babyloniennes et égyptiennes sont nées des besoins économiques et
commerciaux comme les taxes, les intéréts, les échanges monétaires, etc. Nous voyons, parmi
les égyptiens, les babyloniens ou les indiens, le besoin de calculer et de représenter le résultat
du partage dans le cas de collection d’objets, et du rapport, dans le cas de problemes de

mensuration et de calculs géométriques.
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Nous allons maintenant aborder le concept de fractions en Mésopotamie, en Egypte,
en Inde, en Gréce, au Moyen- Orient et, enfin, en Occident.

1.1.1. Les fractions en Mésopotamie

La Mésopotamie est la région du Moyen-Orient formée par la plaine du Tigre et de
I’Euphrate. Plusieurs peuples ont vécu 1a entre le VI® et le 1* millénaire avant J.-C. Les
Sumériens ou les Babylioniens s’y établissent au IV® millénaire ; ils y fondent de puissantes
cités-états, inventent la vie urbaine et 1’écriture (Irma de Strasbourg, 2004-2005). La ville de
Babylone a été créée en — 2350. On pense que c’est dans cette région du monde que 1’écriture
est apparue pour la premiére fois, en particulier pour celles des nombres, pour des besoins des
échanges et de la science.(Galion, 1998).

Les Mésopotamiens avaient deux systémes de numération. Le premier, utilisé dans la
vie quotidienne, consistait a grouper les unités par paquets de 10, 60, 100, 600, 1000 et 3600.
Le second systeme, appelé «systeme sexagésimal », était utilisé dans les textes
mathématiques et reposait sur 1’utilisation de la base soixante (Irma de Strasbourg, 2004-
2005). Pour écrire le nombre 13 509 en base soixante par exemple, on effectue
successivement deux divisions euclidiennes pour écrire

13509 =225 x60 + 9 puis 225 = 3 x60 + 45,
de sorte d’arriver a ’écriture 13 509 = 3 x 60° + 45 x 60 + 9. (Une maniére d’interpréter ce
résultat est de dire que 13 509 secondes font 3 heures, 45 minutes et 9 secondes.).

Au début du II*™ millénaire avant J.C., les babyloniens ont utilisé une écriture, dite
cunéiforme, qui permet de représenter des grands nombres mais également des cas
particuliers de fractions. Selon Galion (1998), Dans I’écriture babylonienne, il n’existe que
deux symboles: le «clou vertical » qui vaut un et le «chevron » qui vaut dix. Les neuf
premiers chiffres se représentent par répétition de clous verticaux. 10 est représenté par le
chevron. Pour écrire les nombres de 11 a 59, on répéte les symboles autant de fois que
nécessaire. Le nombre 60 se représente a nouveau par le clou. Visualisons maintenant les

deux signes qui représentent les deux nombres un et dix, selon (Hocquenghem, et al. 1980) :

T=1 <=10

Pour plusieurs unités ou plusieurs dizaines, ces signes étaient placés coté a coté.

ainsi 25 srecrivait 1 1 <CCCLL et a2 e notait CCC T T
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Vers 3000 avant J-C., dans la région de Sumer sont apparues les premiéres
représentations de fractions pour des cas particuliers : 1/120 ; 1/60 ; 1/30 ; 1/10 ; 1/5

TABLEAU 1 — LES PREMIERES REPRESENTATIONS DE FRACTIONS APPARUES EN SUMER. ( HTTP://WWW.MATHS-ET-
TIQUES.FR/INDEX.PHP/HISTOIRE-DES-MATHS/NOMBRES/LES-FRACTIONS )

CHIFFRES VALEURS

9 1
120

)

Le systeme de numération est sexagésimal (base 60) et repose sur deux principes :

(] 1
! 60
e— 1
-oo 30
< 1
10

1

5

« - Un systéme additif pour les chiffres avec I’utilisation de deux symboles,
le clou qui vaut un et le chevron qui vaut dix. Le chiffre 45 est ainsi écrit s’écrivait

CCCTTTT

- Un principe positionnel permettant 1’assemblage de ces « chiffres en base
soixante », et qui dit qu’on doit juxtaposer les chiffres de droite & gauche dans
I’ordre croissant de leur importance, en commengant par le chiffre des unités, puis
celui des soixantaines, etc. ». (Irma de Strasbourg, 2004-2005, P.15).

Dans cette écriture, les fractions se représentent avec des dénominateurs de 60 ou des
puissances de 60. Ces fractions sexagésimales dans un systéme a base 60 sont peut-étre en
partie a I’origine de la manicre de désigner les fractions décimales dans notre systéme de

numération décimale. Les nombreux diviseurs de 60 permettent de représenter facilement

11111 1 1 1 1
les fractionsz , 3 ,4 ,5 ,6 ,12 ,15 ,20 ou3o .

Le systéme d’écriture des Mésopotamiens posséde une autre caractéristique étonnante.
Il sert en effet a noter non seulement les nombres entiers, mais aussi les nombres
fractionnaires, comme ces exemples :

- (T - s
Y ((( =1 +30/60 = 3/2
“ << =2 +20/60 = 7/3

FIGURE 1 — REPRESENTATION DES ENTIERS ET DES NUMERATEURS DES FRACTIONS SELON L’ECRITURE
BABYLONIENNE (HTTP://WWW.MATHS-ET-TIQUES.FR/INDEX.PHP/HISTOIRE-DES-MATHS/NOMBRES/LES-FRACTIONS).
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En Mésopotamie, ou s’est répandue 1’utilisation de fractions sexagésimales, on trouve
également des probléemes arithmétiques de mesures fractionnaires, et des problémes assez
abstraits, de nature algébrique. Du point de vue numérique, les babyloniens utilisaient souvent

les fractions pour approximer des mesures, comme c’est le cas pour le calcul du nombre 7.
1.1.2. Les fractions en Egypte

Au 111°™ millénaire avant J.C., les Egyptiens ont utilis¢ deux systémes d’€critures :

(http://www.math93.com/index.php/histoire-des-maths/notions-et-theoremes/les-

developpements/409-les-fractions-egyptiennes)

1. L’un, hiéroglyphique, utilisé¢ sur les monuments et les pierres tombales, est pictural,
chaque symbole représente un objet.
2. L’autre, hiératique, emploie des symboles qui n’étaient a [’origine que des

simplifications et des styles des hiéroglyphes.

En Egypte, on écrivait les nombres sur des papyrus sous forme de hiéroglyphes (Les
égyptiens ont utilisé un systéme de numération (reposant sur le principe additif). D’une fagon
générale, les seules fractions que les Egyptiens utilisaient a cette époque, étaient les fractions
dont le numérateur valait exclusivement un (un demi, un tiers, un quart ...), ¢’est pour cela
qu’on les appelle « unitaires », 1/2, 1/3, 1/4, 1/5... sans toutefois leur donner le statut de
nombre ; les fractions étaient considérées comme des opérateurs sur des nombres. Au hiveau
de I’écriture, il est vraisemblable que le codage des fractions ne fut pas immédiat (comme cela
a également ét¢ le cas pour I’écriture des entiers).

Selon Galion (1998), dans la civilisation égyptienne, I’écriture d’une fraction se faisait
a l’aide d’un hiéroglyphe particulier « la bouche » qui signifiait alors « partie » et qu’on
plagait sur le nombre de parts de I'unité. Voici les symboles du systeme hiéroglyphique

utilisés pour les nombre 1, 10 et 100 :

‘:1 (=10 S = 100

Par exemple :

o ey D e =2
M o 99|

4 1 I
3 6 10 100 201

1 2 1
Seules certaines fractions disposent de symboles spécifiques. Il s’agit de 2 * 3 "3 et®
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FIGURE 2 — DES SYMBOLES SPECIFIQUES DES FRACTIONS EN EGYPTE. (IFRAH, 1981, . 225)

Il est toujours indiqué que les égyptiens n’avaient que des fractions unitaires (qui, de
fait, sont souvent appelées « fractions égyptiennes »). Ce n’est pas tout a fait vrai. Ils avaient

aussi deux autres fractions, 2/3 et 3/4, auxquelles étaient réservés des symboles spéciaux :

g: [S2 (‘:‘.’, <3
??3 & | L2 4
FIGURE 3 — SYMBOLES SPECIAUX EGYPTIENS. . (IFRAH, 1981, p. 225)

Il est vrai, cependant, que les égyptiens n’ont jamais regardé les fractions 2/3 et 3/4
comme des fractions réelles, mais comme des symboles divins. En effet, seules les fractions
avec le numérateur 1 sont considérées comme des fractions chez les Egyptiens. C’est vrai
dans tous les cas.

Toutes les fractions sont ainsi exprimées comme somme de fractions unitaires. Par
ailleurs, un des problémes, qui est le plus débattu avec les fractions, est la question de
réduction des fractions complexes en fractions unitaires. Les papyrus révelent que les
égyptiens étaient de véritables maitres en la matiere. Selon Ifrah (1981), pour exprimer, par
exemple, I’équivalence de la fraction 3/5, les égyptiens ne mettaient pas celle-ci sous la forme
1/5 + 1/5 + 1/5; ils la décomposaient plutét en une somme de fractions ayant 1’unité pour
numérateur :

3

+-+

1
==+
10 3

[
Tu
U‘-l-P
= |
Il
[

e | =
[

I 11
-=—+ = devant
3 2

Dans leur systeme d’écriture, la duplication (multiplication par 2) joue alors un rdle
essentiel. De plus, les égyptiens disposaient de tables de décomposition du double d’une
fraction donnée.

Une des célébres sources de renseignements est le papyrus de Rhind écrit par le scribe
Ahmes vers 1650 ans avant J-C. Il contient une table qui donne une décomposition possible
du double d’une fraction en la somme de deux fractions unitaires (Wacheux, 2012). Ce
tableau donnait les doubles des fractions de dénominateurs impairs jusqu’au dénominateur
101. Ainsi, toutes les fractions sont exprimées sous la forme de somme de fractions unitaires.

A propos des fractions égyptiennes, il existe un épisode sanglant dans la mythologie :
Seth, le dieu de la violence et incarnation du mal, arrache 1’ceil de Horus, dieu a téte de faucon

et a corps d’homme. Cet ceil qui est appelé Oudjat.
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FIGURE 4 — L’EGIL D’HORUS (GEIL D’OUDJIAT) (HTTP://WWW.MATHS-ET-TIQUES.FR/INDEX.PHP/HISTOIRE-DES-
MATHS/NOMBRES/LES-FRACTIONS).

Seth partage cet ceil en six morceaux. Thot, le dieu magicien a téte d’ibis reconstitue
I’ceil, symbole du bien contre le mal. Chacune de ses parties symbolise une fraction de
numérateur 1 et de dénominateurs 2, 4, 8, 16, 32 et 64 (voir représentation sur 1’image au-
dessus). Mais la somme de ces parts n’est pas égale a 1 (1’ceil entier).

Selon Galion (1998), ces fractions unitaires

1 1 1 1 1 1 ont N
’ T - — dvalent un role , - .
8 16 32 64 spécial dans la vie

2’ 4’
quotidienne égyptienne. Ces tables étaient utilisées pour une diversité de taches, comme:
diviser de facon proportionnelle une certaine quantité, exprimer le rapport entre mesures pour

calculer I’aire de figures, et méme pour découvrir une quantité fractionnaire inconnue.
1.1.3. Les fractions en Gréce

Au V™ siécle avant J.C., les grecs possédaient un systtme de numération
alphabétique et ont apporté des progrés non négligeables a I’écriture fractionnaire des
nombres. Pour eux, un nombre est nécessairement associé a une grandeur géométrique : leur
conception du nombre rationnel s’accorde ainsi a un rapport de longueurs. Bien que leurs
notations aient été un peu lourdes, les grecs ont effectué des calculs fractionnaires complexes.

(http://www.maths-et-tiques.fr/index.php/histoire-des-maths/nombres/les-fractions).

Les Grecs ont longtemps congu les fractions non comme des nombres mais comme
des opérateurs sur les nombres. Les Grecs donneront les méthodes de calcul pour ajouter,
soustraire, multiplier et diviser des fractions. En effet, les grecs, qui ont été tres tdt mis en
face de Dirrationalité utilisaient les fractions unitaires et ont persisté jusqu’au Moyen Age.
Méme dans I’ceuvre Liber Abaci, de Fibonacci, datée de 1202, le systéme décimal, qui est

recommandé a ce moment, n’est pas appliqué aux fractions.
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Chez les Grecs, les fractions n’existent que comme rapports de deux nombres entiers, les
mathématiciens grecs disposaient du savoir des égyptiens et des babyloniens, plusieurs parmi
eux sont allés s’instruire en Egypte et en Mésopotamie. Chez Diophante apparait une notation
des fractions sous la forme : dénominateur sur numérateur mais les deux nombres ne possédent

pas de trait comme dans notre notation actuelle (Angeli, 2002).
1.1.4. Les fractions en Inde

Vers la fin de I’antiquité, une notation analogue a la notre a été née en Inde. Les
mathématiciens de 1’Inde notaient les fractions sous la forme : numérateur sur dénominateur,
sans la barre de fraction qui fut introduite plus tard par les mathématiciens Arabes (Al Hassan,
1150). Les calculs a cette époque étaient analogues aux ndtres (Angeli, 2002). Au X11°™
siecle, le mathématicien indien Bhaskara écrit les fractions avec une notation proche de celle
que nous utilisons actuellement : le numérateur est écrit au-dessus du dénominateur, mais il
n’y a pas de barre de fraction.

Selon Benoit ; Chemla et Ritter (1992), en sanskrit, les fractions sont désignées le plus
souvent sous le nom de bhinna [de BHID, fendre, rompre, diviser...]. Dés les Sulvasiitra, on
rencontre aussi les termes bhaga [de BHAJ, diviser, partager...] et ams$a [partie, portion]. Le
mot ams$a a été surtout utilisé pour désigner le numérateur. Quant au dénominateur, il est
appelé cheda [diviseur].

On trouve aussi chez les mathématiciens indiens une conception unitaire des nombres
entiers et fractionnaires, les nombres entiers étant considérés comme des fractions ayant
’unité pour dénominateur.

Ainsi, on trouve, a 1I’époque médiévale, le terme ripa-bhaga parmi les noms de
fraction. Or rlipa représente I'unité en mathématiques. Le terme riipa-bhaga désigne donc
le « uniéme », la fraction.

La notation des fractions qui nous est familiére, mais sans la barre de fraction, a pu
apparaitre en Inde en méme temps que la notation numérique. La numération écrite y est
attestée a partir des inscriptions d’Asoka, au milieu du III°™ siécle avant J.C., mais sans le
zéro. Dans le manuscrit de Bakhsali, les fractions sont déja notées par des configurations de
nombres sur deux ou trois lignes, comme dans les manuscrits plus récents. C'est aux indiens
que nous devons la notation des fractions: ils écrivaient le numérateur au-dessus du
dénominateur mais sans le trait de fraction.
éme

L’apparition de la numération décimale en Inde, au V™ siecle, a permis une

utilisation plus large et variée des fractions et d’en désigner les usages.
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Bien que 'usage de barres séparant les nombres soit attesté dans certains manuscrits,
la régle générale est de disposer le numérateur et le dénominateur sur deux lignes, sans trait
séparateur, comme 1’on posait la division.

A partir du V¥™-V|°™ siecles, les mathématiques indiennes nous sont mieux connues
grace aux ceuvres d’astronomes et de mathématiciens parvenues jusqu’a nous. Il s’agit
principalement des écrits d’Aryabhata, Bhaskara, Brahmagupta et Mahavira.

Les indiens employaient des fractions dans une grande diversité de taches, de fagon assez
proche des egyptiens, le plus souvent pour le partage, les calculs géométriques et des rapports

de proportionnalité.

Selon Saidan (1997), le concept de fraction a/b est un concept indien. Mais en Inde, on

écrivait :
a
b
a
De méme que a b gécrivait b
¢ c
4
Par exemple, 19 + 4 donnent comme résultat final 3
4

Les arabes ont appris cette écriture, mais ils ont gardé leur propre technique de

remplacement des fractions par des groupes de fractions ayant 1 au numérateur. Ainsi, ils

3 1 1
comprenaient le sens de la fraction 4 , mais ils préféraient la remplacer parz +4 .

Et celle-ci s’écrivait sous la forme :

[ o I

1 1
Cependant, cette derniere forme pouvait préter a confusion et se lire 2 + % si bien

qu’un tel danger a pu accélérer la tendance a employer la forme plus générale a/b. La

3
premiére étape repérable de ce changement consiste a écrire, par exemple, 44 comme

e | e
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3
avec un trait pour séparer le nombre entier de la fraction, mais il fallait encore remplacer #

1 1
par 2 + 4 . Méme tout seul devait étre écrit

| S ]

Ce furent Ibn al-Banna, ou ses prédécesseurs a 1’ouest, qui adoptérent définitivement

a
I’idée de la forme générale de la fraction ordinaire a/b et qui I’écrivaient b, avec un trait pour

3 3
séparer le numérateur du dénominateur mais ils écrivaient 4 4 pour 4 4 sans tenir compte de

la valeur attachée a chaque rang (Saidan, 1997).
1.1.5. Les fractions au Moyen-Orient dans les mathématiques arabes

Si les fractions sont couramment utilisées depuis plusieurs millénaires, il faudra
attendre le IX*™ siécle pour voir des mathématiciens arabes utilisent de maniére explicite les
fractions et les décimaux et généralisent progressivement le concept de nombre aux rationnels
et aux irrationnels positifs. De plus, Les mathématiciens arabes ont joué un role fondamental
dans le développement conceptuel des nombres décimaux. En effet, la notation fractionnaire
avec la barre est un héritage des arabes. Le perse Abu’l-Wafa (940 -998) est I’un des premiers
a avoir accordé le statut de nombre a tout rapport de grandeurs.

Au 11°™ sigcle chez les arabes, les fractions deviennent le rapport de deux longueurs
et prennent le statut de nombre. Ainsi 2/3 est percu comme le nombre qui multiplie par 3
donne 2. Il faut noter que la notation fractionnaire avec la barre est un héritage des peuples
arabes. Les arabes ont alors joué un réle important dans la diffusion des connaissances
mathématiques qu’ils découvraient en édifiant leur empire. Ils utilisaient les apports des
astronomes indiens, la numération décimale de position et leurs techniques opératoires, pour
étendre les connaissances des nombres.

Selon Dubois, Fénichel et Pauvert (1993), « le peuple arabe a ainsi joué dans I’histoire
de la science un réle de tout premier plan : en conservant les trésors des sciences grecque et
indienne et en leur donnant une nouvelle vie, un caractére original, il a permis le renouveau
scientifigue du Moyen-age et le splendide épanouissement ultérieur ». lls reprendront a la
civilisation indienne le principe de numération de position (notre numeration actuelle) et les

principales techniques opératoires qui les conduiront aux nombres décimaux.
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Une excellente connaissance de D’arithmétique indienne et un élargissement du
concept de nombre a tous les rationnels vont permettre aux Arabes d’inventer les décimaux
dont le codage décimal des parties de 1’unité ne sera vulgarisé¢ que beaucoup plus tard, vers le
XV sigcle (travaux d’Al-Kashi, mort en 1429).

En 1427, Jemshid al Kashi (1380 - 1429), astronome et savant de Samarkand, donne
une définition des fractions décimales, expose leur théorie et montre comment décomposer
toute fraction en somme de fractions décimales. Il détaille les techniques opératoires en
expliquant qu’en utilisant les fractions décimales, les opérations sur les fractions se ramenent
a des opeérations sur les entiers. Il congoit également des tableaux de conversion de fractions
décimales en fractions sexagésimales anterieurement utilisées par les babyloniens (Wacheux,
2012).

Dans son ouvrage « La clé de I’arithmétique », AL-Kashi (1427) expose la maniére
d'opérer dans le systeme sexagésimale de position qu'utilisaient les astronomes. Cet ouvrage
comporte plusieurs parties dont une sur « 1’arithmétique des nombres entiers » et une sur
« l'arithmétique des fractions ». Dans un systeme sexagésimal de position, un nombre a la

forme générale suivante :

A.nx60m+-an-1x60m1+,, +a2x602+al %601 +a0-+a-1x601+2a-2x6021+-...+-a-mx60™0

Les fractions de 1’unité s’appelaient minutes, deuxiemes, tierces... pour écrire un
nombre, on inscrivait a la suite tous les « chiffres » qui le composaient et on indiquait a la fin
l'ordre du dernier chiffre. Ainsi, ’expression « 2 43 1 8 57 deuxiemes » correspondaient au
nombre :

2x60° + 43x60 + 1+8x60™ +57x607

Dans la partie, de son livre, consacrée aux fractions, Al-Kashi introduit, a partir des
fractions sexagésimales, des fractions décimales pour que 1’on puisse opérer sur les fractions
comme on le fait sur les nombres entiers qui, eux, s’expriment couramment en base dix. Pour
écrire ces fractions décimales, AL-Kashi place un trait apres la partie entiére ou écrit la partie
fractionnaire d'une autre couleur ou indique pour chaque chiffre la position qu’il occupe ou
encore donne seulement I’ordre du dernier chiffre.

Pour exprimer les fractions, les Arabes préferent utiliser les quantiemes, c’est-a-dire
les fractions dont le numérateur est égal a 1. C’est une vieille habitude datant des Pharaons
égyptiens que scribes et marchands savaient utiliser avec beaucoup d’habileté.

Un demi (—a=3) — Un tiers (&8) — ... — Un dixieme (<) ... Une partie de onze ( &< s3>

e aal)
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Les dix premicres s’expriment en un seul mot, alors que les autres s’expriment en
plusieurs mots. On préfere ramener toutes les fractions a des quantiemes. On ne dira pas cing
sixiemes, mais un tiers plus un demi; on ne dira pas un vingtieme, mais un demi de un
dixiéme ; on ne dira pas un centi¢éme, mais un dixiéme de un dixieme ... Cela complique les
calculs, mais cela est une aide a raisonner lorsque 1’on ne connait pas les dix chiffres arabo-
indiens.

Dans son traité d’arithmétique, Al-Khwarizmi (780-850) explique le systéeme décimal
de numération de position utilisant les chiffres indiens, dix signes dont le zéro (petit cercle).

Al-Khwarizmi expose les calculs sur les fractions, (mot qui vient de « briser » et qui
donnera nombre « rompu » en Europe), dans son livre d’arithmétique. « Il existe en arabe,
neuf uniques termes pour désigner neuf fractions distinctes dont le numérateur est 1’unité ; a
savoir 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, 1/7, 1/8, 1/9, 1/10 »

Ce sont les seuls kustr (fractions) de ce systéme ; chacune est un kasr (c’est-a-dire une
fraction). Méme 2/3, 3/4, ... sont des kusiir, pluriel de kasr. Les autres fractions de ce type,
sont appelées une partie de n : par exemple 1/15, est désignée comme étant une partie de 15
parties, et, dans les calculs, on la remplacera par 1/3 x 1/5, et les fractions du type m/n, sont
dites m parties de n : par exemple, 3 /17, 3 parties de 17.

Al-Khwarizmi exposait d’abord la théorie des fractions sexagésimales qu’il appelle les
fractions indiennes. 1l décrivait les opérations sur ces fractions. 1l développait ensuite le calcul
avec les fractions ordinaires. Les mathématiciens arabes ont conservé 1’antique tradition
égyptienne d’écriture des fractions comme somme de fractions de numérateur 1.

Un autre auteur du IX®™ siecle, Abiil-Wafa traite également des fractions dans son
« livre sur I’arithmétique nécessaire aux scribes et aux marchands ». Il les définit comme le
rapport d’un nombre a un autre nombre plus grand. Il distingue trois sortes de fractions, qu’il
appelait fractions fondamentales :

e les fractions dites principales de numérateur 1 : 1/2 ; 1/3 ; 1/10 ;
e les fractions composées de type m/n avec m <n < 10, parmi lesquelles la fraction 3/2
joue un réle particulier ;

e et les fractions dites unifiées: fractions obtenues par le produit de fractions principales.

Pour les fractions composées, il donne des « équivalences » sous forme de sommes et
de produits de fractions :

2/5=1/3 + 2/3 x 1/10

9/10=1/2 + 1/3 + 2/3 x 1/10

33



Il donne aussi des décompositions en soixantiémes des fractions principales:

1/2 = 30/60 ; 1/3 = 20/60 ; 1/4 = 15/60 ; 1/5 = 12/60 ;

Il établit également les résultats correspondant a I'addition et a la multiplication des
fractions principales prises 2 a 2. Ces résultats, consignés dans des tables, servent a établir des
régles pour réduire les fractions et notamment les fractions sexagésimales qui sont d'un usage
courant dans le domaine des sciences.

Abul-Wafa développait ainsi toute une «théorie » (en fait un trés grand nombre de
regles de calcul) sur la réduction des fractions sexagésimales, lesquelles interviennent souvent
dans les calculs sur les fractions ordinaires. En effet, une partie de I’ouvrage d’Abiuil-Wafa est
consacrée a des conversions de fractions d’une forme dans une autre. Un certain nombre de
conversions nécessaires ¢était aussi li¢ a des systemes d’unités de monnaie et faisait intervenir

des dénominateurs 6, 24 et 96.
1.1.6. Les fractions en Occident

Sous I’influence des savants arabes, le systéme décimal s’est entendu dans le monde
scientifique. 1l a été introduit en Europe occidentale vers le X*™ siécle. Jusqu’au XVI*™
siécle, le codage décimal d’un nombre (rationnel) s’est effectué en juxtaposant la partie
entiére codée dans le systéeme décimal a sa partie inférieure a I’unité appelée « rompu », codée
par une fraction.

Au Moyen Age et jusqu’a la Renaissance, plusieurs tentatives de notation des fractions
se sont succédées en vain, jusqu’a I’arrivée en Occident de la notation Indo-Arabe, qui s’est
rapidement imposée. Les fractions ont ainsi acquis leur forme actuelle & la fin du XV11°™
siécle. Comme on peut prolonger 1’addition aux fractions, celles-ci ont été considérées comme
des nombres, on les appelait nombres rompus (Angeli, 2002).

Selon Stegen ; Géron et Daro (2007), en Europe, I’utilisation des décimaux est plus
tardive. Ce n’est qu’au XVI®™ siécle que parait le premier ouvrage concernant le concept de
nombre décimal ; il s’agit de ’ouvrage de Simon Stevin (1548 -1620), La Disme (1585).
Dans ce dernier, il préconise de coder les décimaux comme suit : le nombre 8,934 sera écrit 8°
9 3% 43 Il remplace les procédures de calcul sur les fractions par des opérations sur les
décimaux ; I'utilisateur des décimaux n’aura plus qu’a appliquer les procédures déja valables
pour les entiers. Il recommande également de développer un systéme de mesures cohérent

avec ce systeme décimal (qui deviendra par la suite notre systéeme métrique).
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Dés le X11°™ sigcle, le traducteur anglais Adelard de Bath (1075 - 1160) a utilisé dans
sa traduction du perse Mohammed Al-Khwarizmi (780 - 850) le mot fraction « kasr » en
arabe pour signifier rompu ou fracturé.

Au XIV™ siecle, le mathématicien francais Nicole Oresme (1325 -1382) emprunte la
notation des fractions avec barre due aux arabes dans son ouvrage sur les calculs et les
exposants fractionnaires « Algorismus proportionum ». C’est dans ce méme ouvrage, que sont
définis pour la premiére fois les termes « numérateur » et « dénominateur ».

En 1579, un autre francais, Francois Viéete (1540 -1603), préconise 1’usage des
fractions décimales devant les fractions sexagésimales : « en mathématiques les soixantiémes
et les soixantaines doivent étre d’un usage rare ou nul. Au contraire les milliémes et les mille,
les centiémes et les centaines, les dixiémes et les dizaines doivent étre d’un usage fréquent ou
constant ». Pourtant [’usage des fractions sexagésimales sera maintenu en astronomie durant

le XVI°™ sigcle.

1.2.  Analyse épistémologico-historique du concept de fraction: mise en
évidence des significations utilisées

Dans le cadre de la théorie anthropologique du didactique, Chevallard (1999, 2002) a
suggéré 1’ensemble tache / technique / technologie / théorie ou I’activité mathématique est
considérée comme une des activités humaines et sociales. En effet, nous prenons en compte
cet ensemble des éléments pour mener et développer notre analyse historique du concept de
fraction. Tache est composée des actions qui supposent un objet précis prenant leurs sens dans
des institutions : ce sont donc des construits institutionnels (1999, p.224). Technique concerne
les maniéres d’accomplir une tache et technologie est constituée des discours sur la technique
ayant pour but de justifier rationnellement celle-ci. Théorie est un niveau supérieur de
justification-explication-production par rapport a la technologie.

Cette approche nous intéresse, en effet, elle considere un concept comme un processus
qui dépend d’un contexte social et d’un champ institutionnel de significations ; nous
identifions des taches et des techniques dans des situations sociales ou naissent la notion et
I’utilisation des fractions.

Du point de vue historique, 1’utilisation des fractions est liée a des taches de
mensuration, comparaison et distribution. Chez les peuples de I’antiquité, nous constatons
déja le besoin d’exprimer des rapports non entiers, et cela souvent pour résoudre des

problémes de la vie courante. Nous voyons, parmi les égyptiens, les babyloniens ou les
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indiens, le besoin de calculer et de représenter le résultat du partage dans le cas de collection
d’objets et du rapport dans le cas de problémes de mensuration et de calculs géométriques.

En Egypte, par exemple, dans les temps anciens, les Egyptiens n’utilisaient que les
fractions unitaires (de numérateur 1) représentées par une ellipse au-dessus du dénominateur.
Les fractions non unitaires, a I’exception de 1/2, 1/3, 1/4 et de la fraction 2/3, étaient
composées par des calculs partiels a I’aide de fractions unitaires. Ils opéraient toujours par des
calculs successifs et ils se servaient de tables de calculs qui fournissaient plusieurs résultats
Ces tables étaient utilisées pour une diversité de taches comme : diviser de facon
proportionnelle une certaine quantité ou exprimer le rapport entre mesures pour calculer 1’aire
de figures. En Mésopotamie, ou s’est répandue I’utilisation de fractions sexagésimales, nous
trouvons également des problemes arithmétiques de mesures fractionnaires et des problemes
assez abstraits, de nature algébrique. Du point de vue numérique, les babyloniens utilisaient
souvent les fractions pour approximer des mesures, comme c’est le cas pour le calcul du
nombre 7. En Inde, nous constatons que les indiens employaient de méme des fractions dans
une grande diversité de taches, de facon assez proche des égyptiens, le plus souvent pour le
partage, les calculs géométriques et les rapports de proportionnalité.

Il est intéressant de souligner que les fractions unitaires étaient préférées par des
peuples de I’antiquité. Sierpinska (1988) considere que, dans le contexte du débat autour du
concept d’obstacle épistémologique, il y a souvent une culture mathématique qui imprime une
fagon de penser et qui sert comme obstacle, comme c’est dans le cas des fractions unitaires.

De plus, méme les grecs utilisaient les fractions unitaires. Dans I’ceuvre Liber Abaci
de Fibonacci (1202), le systéme décimal n’est pas appliqué aux fractions. Selon ’analyse de
Boyer (1974) a ce propos, Fibonacci semble effectivement toujours préférer les fractions
unitaires, ayant méme élaboré des tables de conversion de fractions ordinaires en fractions
unitaires. Dans son ceuvre, les nombreux problemes de calculs, sur des transactions
monétaires, sont traités par composition d’additions partielles de fractions unitaires, ce qui
rend ces calculs assez compliqués.

C’est dans son ouvrage le Liber Abaci (Livre du calcul) que nous trouvons la
représentation fractionnaire avec la barre et les désignations de numérateur et dénominateur
comme nous 1’utilisons de nos jours. En effet, les peuples de I’antiquité ont employ¢ plusieurs
représentations pour les fractions, souvent avec des symboles, comme c’est le cas de ’ovale
des égyptiens. La barre de séparation était utilisée par les arabes, et a été adoptée par
Fibonacci, mais son usage a été vraiment reconnu seulement au XVI™ siécle avec De

Morgan.
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Boyer (1974, cité par Bittencourt, 2008, P.70) a souligné que

«un des avantages, les plus importants, du systeme numérique décimal,
c’est -a- dire, son applicabilité aux fractions, a échappé complétement aux européens
jusqu’a la Renaissance. Les techniques de calculs de fractions continuaient a étre
assez compliquées jusqu’a I'utilisation des nombres décimaux mise en place lors de
’adoption du systéme métrique au XVIII®™ siecle avec la réforme des systemes de
mesure. Cela a eu comme conséquence, effectivement, I’alléegement des techniques
et la progressive organisation des rapports entre les fractions et les décimaux. Cette
approche va permettre de faire correspondre chaque fraction a un point sur la droite
numérique, ce qui aboutit au traitement numérique des rapports. Plus tard,
I’affrontement des aspects topologiques concernant la droite va contribuer a
I’organisation d’une technologie sur les nombres rationnels et irrationnels, et
finalement, a la définition de I’ensemble des nombres réels a la fin du XIX*™ siécle
avec Dedekind (1831-1916) ».

C’est ainsi qu’a partir du XVIII®™ siécle nous trouvons un nouveau traitement donné
aux fractions, poussé par le besoin de transmettre les connaissances mathématiques dans
I’enseignement. En France, ce sont dans les ceuvres destinées a 1’enseignement au sein des
Ecoles Militaires et Polytechniques, comme les ceuvres de Laplace et Lagrange, que ’on
identifie une technologie au sujet des fractions. Dans I’ceuvre de Laplace (1749-1827), la
fraction a/b, par exemple, est définie comme la division de “ a ’ pour ‘ b ’, ce qui est au cceur
de la définition des nombres rationnels enseignée postérieurement. Laplace explore aussi les
rapports entre les nombres naturels et les décimaux et souligne que, si a/ b désigne le quotient
entre deux nombres, cela peut donner comme résultat un nombre naturel, un rationnel ou un
irrationnel.

« Vizcarra et Sallan (2005), dans leur étude des obstacles didactiques
autour de I’aspect ‘rapport’ sur les figures dans [’enseignement espagnol,
considerent que comme la genése historique des fractions est liée a des taches de
mensuration ou de partage, il s’agit stirement d’un outil didactique. Effectivement,
I’approche des fractions par le rapport, a I’aide de dessins de figures géométriques,
est devenue la fagon classique de présenter les fractions. Méme si on n’arrive pas a

récupérer toutes les traces de cette approche, il est certain, d’aprés une analyse
historique, que c’est le résultat d’une création didactique » (Bittencourt, 2008, P.72).

Cet apercu historique nous permet d’accompagner 1’évolution de I’ensemble taches /
techniques concernant les fractions, autour de taches multiples et assez semblables, les
fractions étant répandues dans plusieurs cultures depuis 1’ Antiquité. Le noyau du concept de
ce que nous appellerons plus tard les nombres rationnels, représentés par des fractions, a
toujours été la mensuration directe d’une grandeur continue, ou de sa division ou partage.

En analysant la progression historique des fractions, plusieurs chercheurs et auteurs
ont pu mettre en avant divers types de fractions utilisées. C’est le cas de Nicolas Rouche
(1998), il présente quatre types de fractions différentes dans un ouvrage intitulé « Pourquoi

ont-ils inventé les fractions ». Selon lui, les fractions sont a distinguer selon le sens et la
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fonction qu’elles prennent et des valeurs qu’elles manipulent. Dans ce sens, R. Brissiaud
(1998) le rejoint en distinguant également quatre types de fractions différentes. En premier
lieu, une fraction peut opérer sur deux valeurs différentes et elle permet de représenter un
partage (on parle de partage équitable). Nous retrouvons d’ailleurs les fractions unitaires vues
précédemment. Par exemple 1/3 consiste a partager en 3 parts égales et d’en saisir une. Parmi
ce type de fraction, nous pouvons distinguer deux fagcons possibles de partager une grandeur
(lorsqu’il ne s’agit pas de fraction unitaire) ; pour la fraction 3/5, on peut, soit partager en 5
parts égales 1’'unité donnée et en prendre 3 parts, soit multiplier par 3 1’unité donnée, soit
partager ’ensemble en 5 parts égales et en prendre une. Le premier partage proposé
correspond a une partition de 1’unité suivie d’une multiplication. Dans ce cas on appelle ce
type de fraction « un fractionnement de 1’unité » et la fraction 3/5 est lue « trois cinquiémes ».
Pour le second partage possible, il correspond au partage de la totalité des 3 unités en 5 parts
égales. On appelle ce type de fraction « une division-partition de la pluralité » et la fraction
3/5 est lue « 3 divisé par 5 ». Il faut noter que ces deux types de partage se valent, ce qui n’est
pas évident pour les éléves.

En ce qui concerne les deux autres types de fractions, nous pouvons distinguer les
fractions qui correspondent a un rapport entre deux valeurs de méme nature. On parle alors de
fraction-rapport. Bien entendu, pour que ce rapport ait du sens, il faut que 1’unité donnée soit
commune aux deux valeurs du rapport.

Enfin, la derniére fraction possible est celle qui exprime une notion de proportion entre
deux valeurs de natures différentes. La fraction 3/5 se lit alors 3 pour 5. On ['utilise, par
exemple, pour un rendement ou encore, pour désigner une proportion de personnes malades
pour une certaine population.

Ces quatre significations principales - rapport, opérateur, proportion et division -
peuvent étre identifiées déja pendant 1’Antiquité, a travers plusieurs tdches, de nature
arithmétique, géomeétrique, et aussi, souvent, de nature algébrique. De plus, les techniques
restaient lourdes en raison de la persistance de 1’'usage des fractions unitaires. En effet, 'usage
unique des fractions unitaires a constitué un obstacle historique a la définition des fractions
comme un nombre ou un ensemble de classes d’équivalences. La représentation des fractions
avec la barre qui sépare deux nombres naturels est assez tardive. L’usage du modé¢le
parties/entier est lié a un besoin didactique trés éloigné des problemes réels dont les multiples
aspects associés a la notion de fraction sont toujours porteurs.

Du point de vue de cette analyse historique, il est également important de signaler que,

méme si les fractions ont été utilisées depuis 1’Antiquité souvent dans la résolution de
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problémes assez ¢laborés, 1’intégration de ce qu’on appelle a posteriori le concept de fraction,
a pris beaucoup de temps. A cause de cette situation, nous constatons une rupture qui aboutit
a I’adoption du systéme métrique décimal. Cette nouvelle approche s’est répandue a travers
les textes didactiques et a abouti a la praxéologie actuelle autour des nombres rationnels.

Cet apercu nous permet de comprendre le processus de construction historique du
concept de fraction. Toutefois, la présentation des fractions a 1’école ne suit pas leur
développement historique, bien au contraire. La manicre classique d’enseigner les fractions se
fait souvent a partir de la définition d’une fraction comme un rapport entre les parts prises et
I’entier, et ce, souvent a I’aide de figures. Une présentation devenue assez classique aussi a
été celle de la définition d’une fraction a/b comme la division de ‘a’ pour ‘b’. Cette approche,
issue des phénomenes de transposition, est une construction conceptuelle assez complexe et
tardive du point de vue de son développement historique et peut devenir un obstacle
didactique important qui empéche les éléves de s’approcher de la signification réelle des
fractions. L’¢étude des difficultés conceptuelles et des différentes représentations, données de
la fraction par des éléves lors de I’apprentissage au primaire, peut nous aider a comprendre,
d’un point de vue cognitif, ce qui se cache derriére ce genre de présentation a posteriori des
nombres rationnels.

Aussi, connaissant la construction historique des différentes fractions possibles, nous
avons pu analyser et comprendre au mieux nos différentes lectures concernant 1’enseignement
des fractions au CM1 et CM2. Il faudrait noter a ce sujet que seuls les deux premiers types de
fractions exposés plus haut sont utilisés au cycle3, les deux suivants se rapprochant davantage
de la proportionnalité.

1.3.  Conclusion du chapitre 1

Du point de vue historique, 1’utilisation des fractions est liée a des taches de
mensuration, comparaison et distribution. Chez les peuples de 1’antiquité, nous constatons déja
le besoin d’exprimer des rapports non entiers, et cela souvent pour résoudre des problemes de
la vie courante. Nous voyons, parmi les égyptiens, les babyloniens, les indiens ou les chinois, le
besoin de calculer et de représenter le résultat du partage dans le cas de collection d’objets et du

rapport dans le cas de problémes de mensuration et de calculs geométriques.

En effet, I’analyse épistémologique de nature historique, que nous avons déja effectuée,
a mis en évidence quatre significations différentes de la fraction. Ces quatre significations

principales - rapport, opérateur, proportion et division - peuvent étre identifiées déja pendant
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I’ Antiquité, a travers plusieurs taches, de nature arithmétique, géométrique, et aussi, souvent,

de nature algébrique.

2. Fraction : point de vue mathématique

Ce chapitre traite le concept de fraction du point de vue mathématique. Il aborde les
caractéristiques mathématiques des fractions en présentant tout d’abord un rappel succinct de
la théorie mathématique des fractions, puis les éléments fondamentaux qui aident les éléves a
développer une compréhension des significations de la fraction, la définition mathématique de

la fraction et enfin le développement du concept de fraction du point de vue mathématique.

2.1.  Caractéristiques mathématiques des fractions

Nous allons présenter, dans la section qui vient, un rappel succinct de la théorie

mathématique des fractions.
2.1.1. Rappel succinct mathématique des fractions

Nous allons ici dégager les propriétés mathématiques des fractions et en exposer les
différents points de vue. Cette partie s'inspire largement de la these de Salim (1978).

Les fractions représentent une réalit¢ mathématique que 1’histoire a mis du temps a
reconnaitre et ¢’est seulement avec Weierstrass au XIX"™ siécle que la théorie compléte sur
le terrain formel des nombres « rationnels » et des nombres entiers a été mise en évidence, par
I’¢laboration de la théorie des couples.

Par ailleurs, si les fractions ont été inventées afin de résoudre des problemes de
mesure, 1l n’est pas du tout certain qu’elles correspondent a cette seule intuition. C’est
pourtant de cette propriété que nous nous servons traditionnellement dans les premiéres
situations utilisées pour enseigner les fractions.

Les ensemblistes construisent les couples de nombres entiers (N?) a 1’aide des
procédés de dénombrement les plus primitifs. Ils procédent ensuite a deux extensions de ce
premier ensemble, I'une conduisant aux nombres entiers relatifs (Z) et I’autre aux nombres
rationnels positifs, celles-ci sont suivies d’une autre extension qui conduit vers les nombres
rationnels (Q).

Pour chaque opération 1’addition et la multiplication, les éléments de 1’ensemble N
n’admettent pas d’élément symétrique: On rappelle ce qu’est un ¢lément symétrique pour une

loi de composition interne * : pour tout m € N, si e est I’élément neutre de la loi *, m’est
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symétrique de m si m * m = e. Il faut préciser le statut particulier de 0 qui est élément neutre
pour I’addition et élément absorbant pour la multiplication.

C’est ainsi que, pour la multiplication, nous sommes conduits a nous occuper du
probléme qui nous concerne c’est-a-dire de 1’extension de N vers Q.

Pour cette opération, une premicre extension de 1’ensemble N consiste a symétriser
chacun de ses éléments non nuls et a construire un nouvel ensemble dans lequel tout élément

non nul a un symétrique pour la multiplication.

Les couples

Pratiquement, cela revient a définir des couples (m , n) tels que m e N etne N* et a
définir dans D’ensemble NxN* une relation d’équivalence, notée ~. Cette relation
d’équivalence est par définition, réflexive, symétrique et transitive. L’ensemble des classes
d’équivalence obtenu est appelé ensemble quotient de N par cette relation ~.

L’ensemble quotient de N par cette relation d’équivalence ~, est alors muni d’une
premicre loi de composition interne, 1’addition, et d’une seconde loi de composition interne,
la multiplication, et appelé ensemble des rationnels positifs noté Q.

Une fraction est alors un couple de nombres (m, n) dont le second est non nul et ce
couple définit un rationnel qu’on note m/n.

On passe alors aux fractions équivalentes, en posant que « m/n = m'/n” » signifie que
le rationnel ainsi défini est le méme pour les couples (m, n) et (m”, n°). Ces deux couples sont
alors considérés comme deux représentants de la méme classe d’équivalence et doivent
vérifier par conséquent m x n° = m" x n. Parmi ces représentants d’une méme classe de
couples, il y a un couple particulier, m/n, ou m et n sont des nombres premiers entre eux ;
c’est cette fraction irréductible que nous prenons en général comme représentant de la classe
d’équivalence. Par exemple, les couples (4, 10), (14, 35), (2, 5), ... sont éléments d’une méme
classe d’équivalence, celle qui sera désignée par 2/5 puisque 2 et 5 sont premiers entre eux.
Nous pouvons construire de nombreuses autres classes d’équivalence. Nous constatons que
toute classe contient un seul couple (a, b) ou a et b sont premiers entre eux.

Dans I’extension de N a QF, la loi de composition interne multiplication est
associative, commutative, elle admet un élément neutre qui est 1 et chacun de ses eléments
(sauf 0) admet un symétrique. On dit que Q" est un groupe commutatif pour la multiplication.

C’est également un demi-groupe commutatif pour I’addition.
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Nous arrivons a un nouveau type de nombres, constitué de couples sur lesquels les
opérations d’addition, de multiplication et de division sont possibles, mais pour lesquels la
soustraction n’est pas toujours définie.

On établit alors un isomorphisme entre I’ensemble N et la partie Q" définie par les
éléments de la forme m/n lorsque n = 1. N apparait alors comme un sous-ensemble de Q" dans
lequel 1’addition et la multiplication dans N coincident avec ’addition et la multiplication
dans Q.

Si nous écartons 1’élément 0, il faut écrire que N* est un sous-ensemble de Q**

N C Q
Les éléments de Q*" s’appellent les rationnels strictement positifs.

Les nombres rationnels présentent un caractere de densité tel que, entre deux nombres
rationnels, nous pouvons toujours placer une infinité de nouveaux nombres rationnels.
L’exploitation de cette propriété permet de créer des situations mathématiques intéressantes
pour I’enseignement des rationnels, mais cet aspect est rarement utilisé dans I’enseignement
élémentaire.

Remarque : nous pouvons passer ensuite a Q en symétrisant Q+ relativement a

I’addition.

Du point de vue de I’équation

En considérant la multiplication notée x, nous pouvons résumer les choses de la facon

suivante :

5+X =20 N 4xX=9

(4)=xX=9 23 +X=1/4
Q

FIGURE 5 — PRESENTATION DES PROPRIETES MATHEMATIQUES DES FRACTIONS DU POINT DE VUE DE L’EQUATION.

Ainsi I’équation 5.¥ = 20 a une solution dans N qui est 4. Par contre 1’équation 4¥ =9
n’a pas de solution dans N. Elle en a une dans Q*, c’est ¥ = 9/4.

Nous définissons alors une extension de N en introduisant de nouveaux nombres qui
sont les solutions des équations de la forme a . ¥ =b méme si b n’est pas un multiple de a.
Dans ce nouvel ensemble, nous énongons qu’une addition et une multiplication ont

respectivement les mémes propriétés que 1’addition et la multiplication dans N (associativite,
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commutativité, existence d’un élément neutre, existence d’un symétrique, distributivité de la
multiplication par rapport a 1’addition).

Ce bref rappel réalisé, il est nécessaire de remarquer que nous n’employons guére la
théorie mathématique des nombres rationnels pour enseigner les fractions a 1’école primaire.
Ce que nous utilisons le plus fréquemment c’est la notion d’opérateur et la notion de quantité
fractionnaire.

L’opérateur fractionnaire le plus simple est introduit comme équivalent a une
opération de division inverse de la multiplication :

(x1/n) équivalent a (: n) et inverse de (x n).

Un opérateur fractionnaire plus complexe peut étre introduit comme équivalent a la
composition de deux opérations successives de division et de multiplication. Enfin, la quantité
fractionnaire est le résultat de I’application a I'unité de 1’opérateur fractionnaire (3/4 de
gateau). Ainsi le tableau suivant représente la relation d’inversion entre I’opérateur (¥ n) et
I’opérateur ( : n).

TABLEAU 2 — LA RELATION D’INVERSION ENTRE L’OPERATEUR (XN) ET L’OPERATEUR ( : N).
®xn 1 2 3 a
3 (5] 9 b

b=nxa eta=b+n avec neN

Cette facon de présenter les choses autoriserait a faire le lien entre la théorie
mathématique des couples mais elle n’est pas exploitée habituellement dans ce sens a I’école
élémentaire.

Le seul aspect qui soit exploité, c’est le caractere inverse de deux opérateurs, en
effet, soit A et B les ensembles de départ et d’arrivée, alors, I’opérateur de gauche a droite

1
bt xi
— et ’opérateur de droite a gauche qui est fractionnaire <= sont inverses 1’'un de 1’autre.
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1
xa xi
TABLEAU 3- LE CARACTERE INVERSE DE L’OPERATEUR —* ET L’OPERATEUR ¥— (SALIM, 1978, p.24-25).
A 1 B
=
3
—
1 3
2 6
3 9
4 12

Bien entendu, la composition de ces deux bijections donne "application identique -
A f B B f£-l A
fxfl=1

Ou encore, multiplier par n puis diviser par n revient a multiplier par 1 (coefficient
identique).

2.1.2. Eléments fondamentaux liés aux fractions, notions qui aident les
éleves a développer une compréhension de leurs significations

Dans les nombres rationnels, il existe plusieurs concepts qui aident les éléves a
développer une compréhension des significations de ces nombres (Lamon, 1996; Pothier et
Sawada, 1983). Il s’agit notamment de Partitionnement, Unitarisme ou concept d’Unité,
notion de Quantité, notion d’Equivalence, Comparaison et Ordre des fractions, Densité et
Taille des fractions et Mesures communes pour ajouter ou soustraire des fractions (Mack,
1995).

En commencant par la notion du Partitionnement, les autres concepts liés aux nombres

rationnels -fractions- seront discutés, 1’un apres I’autre, dans les sections suivantes.

2.1.2.1. Notion de Partitionnement

Le Partitionnement implique l'acte physique de prendre une quantité déterminée et de
la diviser également en un certain nombre de pieces, comme le partage de deux pizzas entre
quatre personnes. Des éducateurs en mathématiques et chercheurs s’entendent pour dire le
lien naturel existant entre I’introduction des nombres entiers et des fractions par les activités
du partage équitable et du partitionnement (Lamon, 1993 ; Streefland, 1993). De plus, Lamon
(1999) souligne que les fractions sont formées par partitionnement ; elle le considére comme
un ¢lément important pour ’aide a la compréhension de nombre rationnel. Ainsi, le processus
est fondamental a la construction des concepts et des opérations sur les nombres rationnels.
Par exemple, a la suite des activités du partitionnement, les enfants se rendent compte qu’il

existe une relation entre le nombre de partitions faites et la taille des parties. De méme, Kieren
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(1980) a émis cette hypothése, et d'autres chercheurs sont d’accord avec lui: le
partitionnement joue un réle similaire dans le développement de nombre rationnel que le
comptage en joue pour les concepts et les operations sur les nombres entiers (Carpenter,
Fennema et Romberg, 1993). Les stratégies de partitionnement se développent simultanément
avec la compréhension de la Partie-tout des nombres rationnels. En méme temps, celles-ci
sont a la base de I'apprentissage des autres significations des nombres rationnels comme Behr
et al. (1983) I’indiquent « they are basic to learning other sub-constructs of rational numbers »
(p.100).

Selon Pothier et Sawada (1983), la possibilité de partitionner ou de diviser un objet ou
un ensemble en parties égales, se développe progressivement. 1ls ont proposé une théorie en
cing niveaux pour le développement, chez les enfants, des stratégies de partitionnement. Cette
théorie a été développée par une série d'interactions cliniques avec 43 enfants, ceux-ci ont
accompli des taches qui ont été congues pour révéler leurs capacités de partitionnement. Pour
ce faire, la théorie a mis a disposition I’'utilisation de trois constructions mathématiques pour
aider les chercheurs a analyser les comportements de partitionnement :

(@) pair / impair, (b) premier / composite et (c) facteur / multiple.

De I3, cing niveaux de partitionnement ont été trouvés, ils étaient les suivants :
(@) Partage, (b) Réduire de moitié algorithmique, (c) Régularité, (d) Bizarrerie, (e) la
composition.

Au niveau de partage, les enfants peuvent généralement partitionner régions
rectangulaires et circulaires pour montrer les moitiés et quarts. Toutefois, ils peuvent faire des
erreurs telles que la fabrication de pieces inégales, faisant un nombre incorrect d’actions ou de
ne pas utiliser la région entiére. Ces enfants construisent des pieces sans tenir compte de la
taille et quelle devrait étre la part équitable. Au deuxiéme niveau, appelé réduction de moitié
algorithmique, les enfants sont en mesure de partitionner des régions rectangulaires et
circulaires en nombre de piéces de la puissance de 2. Cela est accompli en réduisant de moitié
les pieces dans des partitions successives. Comme pour le niveau de partage, cette procédure
n'aboutit pas toujours en pieces de tailles égales. Les enfants, qui tiennent compte de la taille
des pieces en évaluant les tailles par rapport a leur égalité, peuvent étre opérant au troisieme
niveau appelé régularité. A ce niveau, les enfants comprennent et sont conscients de la
création des sections équivalentes, ils peuvent partitionner les régions en nombres pairs et
celles qui ne sont pas des puissances de 2. Le quatrieme niveau, nommé bizarrerie, est
constitué par les enfants qui reconnaissent le processus de réduction de moitié comme non

efficace pour les fractions avec des denominateurs impairs. En effet, cela impliquerait le
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besoin de couper quelque chose en neuf parties égales. C’est ainsi que ceux-Ci évitent de
commencer par les moitiés lorsque la quantité ne peut pas facilement étre atteinte en partant
d'une moitié. Pour le dernier niveau impliqué dans I'étude, les chercheurs n'ont pas pu faire
d’observation de 1’¢éléve car il n’y a eu aucun fonctionnement. Ils ont déduit, que dans ce
cinquiéme niveau, la composition serait a réaliser par des enfants plus agés. Les enfants qui
ont atteint le cinquiéme niveau sont capables d'utiliser leurs stratégies de partitionnement pour
trouver les raccourcis pour couper avec succes des modeéles de région en un nombre impair
composite. Pour partitionner une région en neuf parties, ils peuvent d'abord faire des tiers, ils
sauraient alors diviser davantage les tiers en tiers en résultant a neuf parts égales. Les enfants
qui utilisent cet algorithme multiplicatif sont capables de construire une fraction de 1’unité.

Pothier et Sawada (1990) pensent que l'utilisation de modeles pré-partitionnés ne
facilite pas la représentation chez les éléves des fractions non symboliques. Ceci posé, il est
important que les éléves fassent eux-mémes la répartition, parce que la répartition joue un role
essentiel dans la compréhension des fractions. Lorsque ceux-ci travaillent avec des formes
pré-partitionnées, ils ne se concentrent pas sur les propriétés géométriques de 1’unité ou des
parties. Par conséquent, les éleves doivent s'engager dans les taches dans lesquelles ils
réaliseront effectivement des partitions. Les taches appropriées varieront en fonction de l'unité
comme étant partitionnée. Pothier et Sawada identifient cing types distincts d'unités qui sont :

(a) des objets discrets, par exemple, les 2/3 des 12 capsules de bouteilles

(b) des ensembles discrets d’objets avec des éléments divisibles, par exemple, 3
personnes partageant 6 biscuits

(c) des ensembles discrets avec des sous-ensembles séparables, par exemple, 5
personnes partageant 8 paquets de gomme

(d) de la quantité continue de sous-ensembles séparables, par exemple, 4 personnes
dans une barre de chocolat pré-divisée

(e) la quantité continue, par exemple, les huit personnes partageant une pizza.

Enfin, Pothier et Sawada (1990) suggerent que les expériences avec le partitionnement
aident les éleves a construire la signification par rapport aux concepts de fraction. Ils
suggerent également que cela facilite la résolution des problemes de la fraction et aide les
enfants a vérifier les calculs symboliques avec des fractions. De plus, un développement plus
efficace des stratégies de partitionnement est nécessaire pour conceptualiser d’autres notions,
comme le concept d’Unité ou d’Unitarisme. Dans la section suivante, nous allons aborder le

concept d’Unité ou Unitarisme.

46



2.1.2.2. Notion d’Unité ou Unitarisme

Comme pour le cas des nombres entiers, 1’unitarisme joue également un role essentiel
dans la compréhension des nombres rationnels. L’Unitarisme est le processus de
regroupement de la méme quantité entiere de différentes facons (Lamon, 2005). En exemple,
un groupe de 3/4 peut étre regroupé comme un seul groupe de 3/4 ou trois groupes de 1/4.
L’Unitarisme implique un processus en trois étapes :

La premiére étape est de trouver une fraction unitaire ou une fraction de numérateur 1.
Si nous présentons la fraction 5/6, celle-ci peut étre divisée en cing groupes de 1/6, donc, le
résultat représenté par la fraction 1/6 est une fraction unitaire.

La deuxieme étape consiste a itérer continuellement la fraction unitaire, par
I’utilisation de la fraction 1/6 qui peut étre réitérée pour générer 2/6, 3/6, 4/6, etc.

La derni¢re étape est I'¢laboration d’une unité composite de 1. Lorsque 1/6 est itéré
jusqu'a 6/6, I'unité entiére est composée et peut étre alors considérée comme étant un groupe
de 6/6 ou six groupes de 1/6 (Lamon, 1996).

Lamon discute des nouveaux types d'unités rencontrées par les enfants lorsqu’ils
commencent a étudier des fractions, une unité peut étre un objet unique, un groupe de
plusieurs objets ou une partie d'un objet. Ces nouveaux types d'unités peuvent étre la source
de malentendus courants pour les enfants, aussi, lorsque nous travaillons avec eux les
fractions, le développement d'une compréhension approfondie du tout ou d'une unité est
critique.

En effet, cette compréhension inclut le fait que 1’unité peut étre constituée de plus d’un
objet ou de plusieurs objets emballés comme un seul objet. C’est complexe car lorsqu’une
telle unité est partitionnée, un nouveau type de nombre fait référence a la partie fractionnaire.
Prenons un exemple, lorsqu’un paquet de trois biscuits est divisé en trois parties égales, le
résultat est un biscuit dans chaque partie ; donc un biscuit représente 1/3 de I’unité d’origine.
Cependant, les enfants peuvent voir ce biscuit comme le tout. S’il y avait deux biscuits dans
I'unité, 1/3 représentera encore une autre quantité, de plus, un biscuit peut représenter 1/2 d'un
paquet de deux biscuits, ou un quart d'un paquet de quatre biscuits. Ainsi, chaque fraction
peut étre représentée par des fractions equivalentes, ce qui signifie qu'il existe d'autres noms a
donner pour la méme quantite.

Une application importante de la compréhension du concept de l'unité se produit dans
I'interprétation du reste dans un probleme de division en quotités. Lamon donne un exemple
d'un magasin de tartes ; dans cette boutique de tartes, une tranche de tarte est 1/3 d'une tarte.

S’il y a 4 demi-tartes, combien de tranches de la tarte sont la ? Dans cette situation - et
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d'autres situations de division en quotités - le reste est compare au diviseur (opérateur). Ainsi,
le diviseur (I’opérateur ou la fraction) 1/3 devient I’unité. Par conséquent, la réponse de 12
1/2signifie qu’il y a 12 1/2 des tranches de la tarte. La demi-tranche est, en effet, un sixiéme
de toute une tarte. Lamon souligne I’importance pour les enfants d’apprendre que, pour
chaque probléme, I'unité peut étre différente. Ainsi ils doivent toujours identifier I'unité avant
de résoudre le probléme.

Lamon (2002) se refére au terme unifier comme un « processus de construction
mentale de morceaux de tailles différentes aux termes de laquelle a penser sur un produit
donné » (p. 80). Ainsi, nous pouvons dire qu’il existe plusieurs fagons d'unifier 24 canettes de
soda, elles pourraient étre « fragmentées » comme 24 canettes individuelles, 1 caisse de 24
canettes, 2 packs de 12 canettes ou 4 packs de 6 canettes. Cette capacité, a ré-conceptualiser
des quantités de différentes fagons, ajoute de la souplesse et de l'utilité a la connaissance chez
I’¢leve. Lorsque les éléves sont en mesure d'unifier, ils n'ont plus besoin de mémoriser les
régles pour trouver des fractions équivalentes. L’Unitarisme souligne également qu'une
fraction est un nombre, il désigne une gquantité relative a la méme quantité indépendamment
de la taille des morceaux.

De plus, le contexte d'un probléme donnerait une aide aux éléves pour déterminer
l'unité (Lamon, 1999). Prenons un exemple impliquant une situation de deux pizzas, chacune
coupée en tranches ; si nous posons la question de savoir de quelle unité on parle, est-ce que
ce sera la pizza en entier I'unité sera 1 pizza, ou les morceaux découpés, I'unité sera 2
pizzas ? Les unités ne sont pas toujours définies de facon explicite, cependant, les éléves
peuvent étre parfois invités & déterminer l'unité donnée comme une partie du tout : pour
donner trois triangles qui représentent 3/4, les éléves auraient besoin de déterminer que 4
triangles représentent la totalité ou 1’unité.

Lamon (2002) rapporte que les éléves de quatrieme année du primaire, qui ont appris a
unifier avec des fractions du type partie-tout, ont été en mesure d'effectuer des opérations
avec des fractions sans avoir recu préalablement les régles de fonctionnement. Il affirme que
«les éléves qui développent des processus de raisonnement forts basés sur unitarisme
dépassent ceux qui ont eu plusieurs années de régime a base de l'instruction, a la fois dans leur
connaissance conceptuelle et dans leur aptitude a effectuer du calcul avec des fractions »
(p.85).

En effet, les éléves qui peuvent unifier facilement, sont en mesure « d'appliquer des
compositions, décompositions et les principes de conversion sur les quantités » (Post et al.,

1993, p. 331). Présentons maintenant la situation suivante :
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Si neuf bouteilles de lait représentent les 3/4 d’un paquet du lait et s’il était demandé
de déterminer le nombre de bouteilles de lait qui sont dans 1 5/6 des paquets, les éleves
doivent, d’abord, comprendre que les neuf tranches composent une unité de 3/4 d'un paquet
du lait.

Afin de résoudre le probléme, les 3/4 doivent étre ensuite décomposés en trois groupes
de 1/4, donc neuf doit aussi étre décomposé en trois groupes.

Le résultat de trois groupes de trois, ou trois bouteilles du lait dans chaque 1/4, est
alors itéré jusqu'a obtenir un paquet entier.

Cette unité entiere ensuite doit étre convertie & partir d'une unité composite de 1/4 a
une unité composite de 1/6 afin de déterminer combien de bouteilles du lait sont dans 1 5/6
des paquets.

Ainsi, les ¢éleves doivent développer des stratégies d’unitarisme tot dans leur cursus
pour les aider a développer d'autres concepts des nombres rationnels, comme la notion de

Quantité discuté plus bas. 1l est temps pour nous de vous la présenter.

2.1.2.3. Notion de Quantité

Aprés avoir compris que les fractions sont des nombres, qu’elles expriment une
relation, et que les idées et les procédures de nombres entiers peuvent ne pas étre valables
avec les fractions, nous pouvons affirmer que les fractions en tant que nombres sont au ceeur
d'une compréhension quantitative du nombre rationnel et aussi au cceur de I’idée que les
fractions désignent une quantité et peuvent étre comparées et classées. Le concept de I'unité,
déja discuté, est un élément essentiel de cette quantité, « L’unité est le contexte qui donne un
sens a la quantité représentée » (Hiebert et Behr, 1988, p. 3)

Behr et Post (1992) réalisent une discussion sur le probléme suivant, posé aux éléves,
a savoir 12/13 + 7/8. lls ont conjecturé sur ce que les éléves ne comprennent pas et
apparemment, les éléves ne se rendent pas compte que si les deux nombres rationnels ajoutés
sont proches de 1, de sorte que la somme sera proche de 2, ils ne peuvent pas se rendre
compte que les fractions ont une taille. S'ils ne prennent pas en compte que les fractions ont
une taille, ils ne peuvent pas étre en mesure de déterminer cette taille. 11 semble que les éléves
appliquent simplement des procédures par cceur pour l'addition (incorrectement). Ils ne
semblent pas avoir un bon sens de ce qui serait une réponse raisonnable a ce probléme.
L'analyse des réponses des éleves suggére que ceux-ci ne font pas de distinction entre les

opérations sur les nombres entiers et celles sur les fractions.
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Les problemes mentionnés dans le paragraphe précédent sont liés a une
compréhension quantitative des nombres rationnels. Cela implique de prendre en compte que
ces derniers sont des nombres et qu’ils peuvent étre exprimés de plusieurs fagcons. Un autre
aspect de cette compréhension quantitative serait de rendre compte que les rationnels peuvent
étre ordonnés, mais les procédures pour le faire sont différentes et plus complexes que pour
ordonner des entiers. Le traitement, avec ces aspects des nombres rationnels, nécessite de
réaliser que le rapport entre le numérateur et le dénominateur - et non pas leurs grandeurs
absolues indépendamment - définit la signification d'une fraction. Afin de comparer 1/3 et
5/8, chaque fraction doit étre considérée comme une seule quantité et non comme deux
nombres distincts. Les idées des nombres entiers interférant souvent avec cela, un éleve peut
indiquer que 5/8 est supérieure a 1/3, car 5 et 8 sont supérieures a 1 et 3.

Ainsi, la comparaison des fractions peut construire une compréhension quantitative
des fractions. Un éléve qui comprend les propriétés de 1’égalité et de la transitivité peut les
appliquer a la comparaison des fractions. Post et al. (1986) expliquent que lorsque nous
comparons 3/4 et 7/8, un éleve qui sait que 3/4 est équivalente a 6/8 serait en mesure de
conclure que 3/4 est inférieure a 7/8 puisque 6/8 est moins de 7/8 et 3/4 est une fraction
équivalente a 6/8.

En effet, une compréhension bien construite du concept de I’Unité et de celui de la
Quantité peut aider les éléves a développer d’autres concepts des nombres rationnels, comme
la notion d’Equivalence. Dans la section suivante, nous allons aborder la notion

d’Equivalence.

2.1.2.4. Notion d’Equivalence

La notion d’Equivalence est liée a la notion de Quantité, les Idées d'équivalence sont
« I’une des idées mathématiques les plus importantes et abstraites que les enfants de 1’école
élémentaire ne rencontrent jamais » (Ni, 2001, p. 400). Kamii et Clark (1995) notent « les
chercheurs ont généralement considéré la connaissance de fractions équivalentes comme la
capacité¢ d'appeler le méme nombre par des noms différents, la capacité d’ignorer ou
d'imaginer les lignes de séparation, et / ou une manifestation de la pensée souple » (P. 368-
369). En effet, I’équivalence doit étre enseignée a travers une unité de nombre rationnel au
lieu d’étre traitée comme un sujet isolé. Cependant, il est encore difficile de savoir quand
I'équivalence doit étre enseignée et comment (Kamii et Clark, 1995).

La présentation de I'équivalence, dans le cadre des rapports, souligne non seulement le

caractére multiplicatif et additif des fractions équivalentes, mais aussi, elle fournit aux éléves
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une base pour développer des rapports plus complexes comme celle de la pensée
proportionnelle (Post et al., 1985).

Kieren (1992) identifie 1’équivalence comme un concept important car il constitue la
base pour les opérations, en particulier, pour l'addition et la soustraction des nombres
rationnels.

Lorsqu’une zone - ou une longueur - est divisée en piéces de tailles égales et si chaque
nouvelle piece est encore divisée en petites pieces de tailles égales, des fractions équivalentes
peuvent étre nommeées. Considérons une tarte coupée en 4 piéces, une tranche serait un quart
de la tarte. Maintenant, pensons a la méme tarte coupée en 8 morceaux, comme si chacune des
4 pieces a été coupee en deux ; une piéce serait alors un huitiéme de la tarte. Deux piéces de
1/8 serait de la méme taille qu’une pi¢ce de la ¥4 ; ceci illustre le fait que 1/4 et 2/8 sont
équivalentes. Les expériences de partitionnements tels que celles-ci aident les enfants a
développer des idées d’équivalence d'une manicre significative pour eux.

Enfin, la capacité de penser de maniere flexible a des situations d'équivalence est
nécessaire pour non seulement avoir du succés avec 1’équivalence mais aussi avec la
comparaison et 1’ordre des fractions (Post et al., 1985). Dans la section suivante, nous allons

aborder les notions de Comparaison et Ordre des fractions.

2.1.2.5. Notions de Comparaison et d’Ordre des fractions

L’Ordre des fractions est important pour comprendre les fractions comme des
quantités (Post et al., 1993). Ainsi ’ordre exige une coordination de la taille relative et / ou
absolue, de deux fractions ou plus, afin de déterminer leur ordre. Lors des exercices pour
comparer et ordonner un ensemble de fractions, les éleves ont entre les mains la méthode du
dénominateur commun qui leur a déja, généralement, été présentée. Lorsque les fractions ont
des dénominateurs communs, dans ce cas la fraction qui a le numérateur le plus grand sera la
fraction la plus grande ; par contre, lorsque les numérateurs sont les mémes, la fraction ayant
le plus grand dénominateur est inférieure a 1’autre. Behr, Wachsmuth, Post et Lesh (1984)
suggerent trois stratégies différentes pour comparer des fractions, a savoir I’application de
rapports, le point de référence et les stratégies manipulatrices.

L’application de la stratégie des rapports implique de comprendre la taille relative de
chaque fraction. Par exemple, lorsque nous comparons 5/6 et 2/3, «les enfants devraient
éventuellement devenir capables de porter un jugement basé sur la relation entre 5 et 6 et
entre 2 et 3. Ce jugement exige qu’ils observent que 5/6 est relativement plus grande que 2/3

indépendamment de l'unité commune choisie. » (Post et al., 1985, p. 21). Ceci peut étre
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observé en remarquant que dans chaque fraction, une seule piéce est absente. En 5/6, une
picce de taille un sixiéme est manquante afin d’avoir une unité, ou en 2/3 une piece de la taille
un tiers est manquante. Puisqu’un sixiéme est inférieur a un tiers, alors 5/6 est plus grande. En
ce sens, I’application de la stratégic des rapports intégre la définition de partie-tout de
fractions.

Dans la stratégie du point de référence, les éleves doivent se référer a une fraction de
référence pour comparer deux ou plusieurs fractions. Cette stratégie est utile lorsque ni le
numérateur, ni le dénominateur ne sont les mémes dans chaque fraction. Dans cette stratégie,
les fractions sont comparées a un troisieme point de référence telle que moitié ou 1. Par
exemple, 1/3 est inférieure a 3/5 parce que 1/3 est inférieur a 1/2, tandis que 3/5 est supérieurs
a 1/2. Dans cette stratégie, la taille exacte de chaque fraction n’est pas nécessaire, mais, nous
avons besoin de savoir seulement si la fraction est supérieure ou inférieure a la moitié.

La stratégie manipulatrice est semblable pour trouver un dénominateur commun ; elle
est faite uniquement a 1’aide d'un manipulateur. Post, Wachsmuth, Lesh et Behr (1985)
illustrent la maniére dont les éleves peuvent utiliser cette stratégie avec deux compteurs de
couleur. Si les éleves sont invités a comparer les 5/6 et 2/3, ils peuvent faire un groupe de 5/6
en disposant six compteurs ou cing sont rouge et le sixieme est jaune. Ensuite, un deuxiéme
ensemble peut étre constitué de deux compteurs rouges et un jaune pour 2/3. Alors, la
stratégie manipulatrice exigerait que chaque groupe se compose du méme nombre de
compteurs. Dans ce cas, un autre groupe de 2/3 devrait étre ajouté au deuxiéme groupe de
sorte que chaque groupe en ait maintenant six. Cela montre que le dénominateur commun est
de six. Le premier groupe aurait encore cing compteurs rouges par rapport aux quatre
compteurs rouges dans le deuxiéme groupe et avec deux groupes représentant les fractions
d’origine, cela nous montrerait que 5/6 est plus grande que 2/3. Post et al. (1985) soulignent
que les éléves qui utilisent du matériel de manipulation devraient éventuellement élaborer des
stratégies afin que celui-ci ne soit plus nécessaire.

Chez les éleves qui ne comprennent pas la nature conceptuellement multiplicative des
fractions, nous constatons qu’ils vont souvent trop généraliser leurs connaissances des
nombres entiers pour comparer des fractions. Ainsi, Behr, Wachsmuth, Postes et Lesh (1984)
ont découvert deux stratégies incorrectes utilisees par les enfants :

- La premiére est la stratégie additive, elle consiste a comparer des fractions par
addition des numérateurs entre eux et des dénominateurs entre eux pour créer une

nouvelle fraction. Dans leur étude, un éleve a déclaré que « trois quarts égalent sept
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huitiémes parce que trois plus quatre égalent sept et quatre plus quatre égalent huit »
(p. 331).

- La deuxiéme stratégie est celle que Behr et al. (1984) définissent comme une stratégie
de domination du nombre entier, celle-ci consiste a comparer deux fractions en
comparant les numérateurs et les dénominateurs séparément. Un éléve, qui utilise cette
stratégie pour comparer trois quarts et cing huitiémes, dira que trois quarts est plus

petit parce que trois est inférieur a cing et quatre est inférieur a huit.

Lorsque nous comparons et ordonnons des fractions, les caractéristiques liées a la
densité et a la taille des fractions sont importantes a considérer. Nous allons, au-dessous,

aborder les notions de la densité et de la taille des fractions.

2.1.2.6. La densité et la taille des fractions

La propriété de densité dit tout simplement qu’il existe un nombre infini de fractions
entre deux fractions et contrairement aux nombres entiers, il n’y a pas de nombre suivant,
cette propriété de densité peut étre une source de confusion pour certains éleves. Un exemple :
les éléves peuvent penser qu’il n’existe pas de fraction entre 1/3 et 1/4 parce que les
dénominateurs sont des nombres consécutifs. Une stratégie pour trouver des valeurs entre
deux fractions est de partitionner l'intervalle, donc il y a un dénominateur commun pour les
fractions données. Aussi, pour 1/3 et 1/4, I’intervalle peut étre divisé en 12 ou 24 parties
égales, il en résulte des fractions qui sont équidistants dans 1’intervalle.

La comparaison et I’ordre des fractions deviennent difficiles, parce que les fractions ne
peuvent étre trouvées en utilisant les procédures de comptage, comme avec les nombres
entiers. Selon Post et al. (1985), « The density of the rational numbers implies the
counterintuitive notion that there is no ‘next’ fraction » (p. 33). Cela nous dit en effet que la
densité des nombres rationnels implique la notion paradoxale et qu'il n’existe pas de fraction
suivante ou consécutive. Les éléves qui comprennent 1’idée de la densité des fractions sont
capables de développer des compétences d’estimation ou d’approximation, qui « sont
importantes dans I'évaluation du caractére raisonnable des résultats de calcul impliquant des
fractions » (Sowder, Bezuk, et Sowder, 1993, cité par Tobias, 2009, p. 29).

De plus, les nombres rationnels ont une caractéristique différente des nombres entiers :
les nombres rationnels ont des tailles relatives et absolues. Autrement dit, ceux-ci peuvent étre
compares par rapport a leur relation a 1’'unité ou a I'ensemble qui les définit ; cette importance
relative dépend de la taille de I'ensemble ou du tout. Cela nous témoigne également de

I'importance de l'unité dont il était question dans la section précédente. Lorsque nous
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comparons des grandeurs relatives, il peut étre constaté que la moitié d'une petite tarte est, en
effet, moins d’un tiers d'un plus gros gateau. Bien que les comparaisons des grandeurs
relatives puissent étre faites avec des parties d’ensemble de taille différente, il est impératif
que les comparaisons de grandeur absolue soient faites par rapport a une quantité ou une unité
commune. Autrement dit, les quantités étant comparées, elles doivent étre fondees sur un tout

de la méme taille. Dans la section qui vient, nous abordons la définition de la fraction.
2.1.3. Définitions mathématiques de la fraction

2.1.3.1. Deux termes : nombre rationnel et fraction
Dans la littérature, les termes fraction et nombre rationnel sont souvent utilisés
indifferemment pour désigner une entité mathématique constituée d'un numérateur et d'un
dénominateur. Afin de clarifier un peu plus ces termes, nous empruntons a Stella Baruk
(1992) les définitions qu'elle en donne dans son Dictionnaire de mathématiques élémentaires :
« Avant 1980, le mot fraction faisait référence a un nombre qui a été
«rompu» en parts égales, par exemple 3/4. Le terme amene également la notion
d'opérateur parce qu'il permet de désigner une partie d'une quantité. Apres cette date,
les programmes scolaires frangais, entre autres, ont limité le terme fraction a une
simple question scripturaire, retirant ainsi la notion numérique rattachée a la
fraction. Ainsi, la fraction n'est qu'une maniére d'écrire la relation existant entre un
numérateur et un dénominateur. Cette forme d'écriture laisse plus de latitude pour
faire émerger le concept de nombre rationnel. La régle d'écriture la plus souvent

adoptée est a/b. Si a et b désignent deux entiers, et que b soit non-nul, le nombre
obtenu a partir du quotient de a et de b s’appelle un nombre rationnel ou fraction ».

De plus, soit a un entier quelconque et b un entier non nul : le couple (a ; b), écrit sous
la forme a/b, s’appelle la fraction de numérateur a et de numérateur b.
Cette fraction représente le quotient exact de a par b, que I'on note aussi a/b, on a donc,
par définition: b xa/b=ab xb=a
On appelle nombre rationnel tout nombre que nous pouvons obtenir comme quotient
exact d'un entier relatif par un entier relatif non nul.
Il faut bien noter que la méme notation a/b est utilisée pour désigner deux choses
différentes :
Le couple (a; b).
Le Quotient exact de a par b, dont a et b entiers relatifs et b # 0).
Par exemple, lorsque nous écrivons 10/4, il faut préciser qu’il s’agit de la fraction 10/4
(le couple (10; 4)) ou du rationnel 10/4 (qui est égal a 2,5). Le rationnel 10/4 est égal au
rationnel 5/2 ; la fraction 10/4 n'est pas égale a la fraction 5/2 (puisque les couples (10 ; 4) et
(5; 2) sont distincts.
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Pour éviter cet inconvénient, nous conviendrons toujours que, dans les calculs, a/b
désigne le nombre rationnel a/b (quotient exacte de a par b). Ainsi, nous pourrons écrire :
10/4=5/2=25
Remarque : il faut toujours distinguer entre les deux cas suivants :

— Les deux nombres a et b sont des entiers naturels, avec b non nul. Ici, I’écriture a/b est
appelée une fraction, dont a est le numérateur et b le dénominateur.
— Les deux nombres a et b sont des entiers relatifs, avec b non nul. Dans ce cas précis les

nombres représentés par ces fractions de la forme a/b sont appelés nombres rationnels.

Aussi, il est important de retenir la distinction entre fraction a/b et nombre rationnel.
Comme nous 1’avons déja présenté, la fraction a/b est une écriture du quotient de la division
de a sur b, ou a est le numérateur de la fraction et b le dénominateur, alors que le rationnel a/b
est un nombre et il n’a ni numérateur ni dénominateur. Ainsi, la fraction est une notation pour
représenter un nombre rationnel. Une fraction se compose donc de deux nombres entiers
naturels, a et b, séparés par une barre horizontale, alors a/b. Le chiffre du haut (a) s’appelle
numérateur et le chiffre du bas (b) s’appelle dénominateur. Le dénominateur (b) est toujours
différent du zéro (Corrieu, 1999).

Un nombre rationnel peut s’exprimer a 1’aide de plusieurs écritures :

- des écritures fractionnaires diverses, 3/2 ou 6/4 avec un numérateur et un
dénominateur
- éventuellement une écriture a virgule (1,5)

- des décompositions comme 1 + 5/10 etc...

Cependant, de maniére abusive, nous identifions fraction et nombre rationnel.

Prenons cet exemple: soit I’ensemble des nombres rationnels représenté par la lettre Q
nous avons :

5 appartient a Q car 5= 5/1 1,5 appartient a Q car 1,5= 3/2

2,25 appartient a Q car 2,25= 225/100

- 5 /7 appartient a Q car il est le quotient de deux entiers (-5 et 7)

2,1/5 appartient a Q car 2,1/5 = 21/50, ici I'écriture 2,1/5 n'est pas une fraction car 2,1
n'est pas un entier. Cependant, dans ce cas, nous parlons d'écriture fractionnaire.

Tous les nombres relatifs Z peuvent s'exprimer sous la forme d'une fraction 1/Z : tous
les nombres relatifs sont donc des nombres rationnels. On écrit: N — Z < Q, ce qui se lit N est

inclus dans Z qui est inclus dans Q.
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De plus, il est nécessaire de situer la fraction par rapport aux nombres rationnels
puisque le sujet de cette thése n’est pas les fractions elles-mémes en tant que notation, mais
les nombres rationnels exprimés sous la forme de fractions. Un méme nombre rationnel peut
s’exprimer sous la forme d’une fraction, d’un nombre décimal ou d’un pourcentage. Par
exemple, les expressions 1/2, 0,5, 4/8, 0,50 et 5/10 représentent toutes le méme nombre
rationnel et chacune peut étre utilisée pour le désigner. Un nombre rationnel est donc une
classe de fractions équivalentes.

Pour cette recherche, nous ne nous intéresserons qu’au nombre rationnel exprimé sous
la forme d’une fraction.

A T’école élémentaire, nous parlons non pas de nombres rationnels mais des fractions
et seulement en se limitant bien souvent uniquement au sens du fractionnement de I’unité.
« Au cycle 3, une toute premiere approche des fractions est entreprise, dans le but d’aider a la
compréhension des nombres décimaux » (p.12). (Documents d’application). La connaissance
des fractions, en particulier celles des fractions décimales, s’avere donc indispensable pour
donner du sens a la comparaison des nombres décimaux. Sans cette connaissance, la
comparaison ne peut reposer que sur des regles apprises sans signification et donc celles-ci
sont rarement efficaces.

De plus, les documents d’application indiquent :

« Le travail sur les fractions est essentiellement destiné a donner du sens aux nombres
décimaux envisagés comme fractions décimales ou sommes de fractions décimales » (p.21).
Ces fractions décimales sont introduites a partir des fractions usuelles, telles que le demi et le
quart, utilisées dans la vie courante des éleves ; ces derniéres pourront leur servir d’appui pour

découvrir les nouveaux nombres désignés par les fractions. »

2.1.3.2. Définition du nombre rationnel

Le nombre rationnel est un nombre obtenu a partir du quotient de a et b ou a et b sont
des entiers et b est différent de 0 (de Champlain, Mathieu, Patenaude et Tessier, 1996). Un
nombre rationnel peut étre défini comme « un nombre réel qui peut étre mis sous la forme
d'une fraction commune a / b ou a et b sont des nombres entiers et b est différent de 0 »
(Baroody et Coslick, 1998). Ainsi, nous rencontrons parfois des nombres que I’on peut
obtenir comme quotient exact d'un entier relatif a par un entier relatif non nul b. Ces nombres
s’appellent « nombres rationnels » (ou plus simplement: les rationnels). Ils sont représentés

par des fractions :
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TABLEAU 4— LE NOMBRE RATIONNEL.

Nombre rationnel Exemples des fractions représentant
L’entier relatif -3 i L
R
Le décimal relatif 2,3 510 3 5
PERT
. 7 7 e 07
Le rationnel - - = 2
5 5 10 50 -5

Le concept de nombre rationnel est I'un des concepts les plus importants que les
enfants ont besoin d'apprendre au cours des années scolaires du primaire (Behr et Post, 1992).
Une bonne compréhension des nombres rationnels fournit une base pertinente pour les
opérations algébriques dans les cours dans les années qui suivent (Post, Behr, et Lesh, 1982).
Toutefois, dans le méme temps, la recherche a largement démontré aussi des difficultés
d'apprentissage chez les enfants de la notion de nombre rationnel (Cramer, Behr, Post, et
Lesh, 1997 ; Lamon, 2007 ; Smith, 2002).

Les nombres rationnels sont une branche de ’arbre de la hiérarchie du nombre réel ou, les
nombres réels sont tous les nombres présents sur une droite numérique composée de nombres
rationnels et irrationnels. De plus, dans le cadre de I’ensemble des nombres rationnels, les
nombres entiers sont des entiers négatifs et des entiers positifs, ou les nombres entiers positifs
sont constitués de nombres naturels et du zéro. Les ensembles de nombres sont liés par une
relation d’inclusion hiérarchique au départ de I’ensemble des naturels qu’il considére comme
la véritable fondation sur laquelle repose tout 1’édifice numérique (Habran, 1988, cité par
Stegen ; Géron et Daro, 2007). Cette inclusion hiérarchique peut étre représentée par la figure

suivante :
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Représentation ensembliste

ENTIERS

- 04628651
[}

0.46408639
°

IRRATIONNELS

3
o 6

NATURELS

182,47

°
1 ~-0272727 ... V2
°3 125¢ B

RATIONNELS REELS

FIGURE 6 — L’INCLUSION DES ENSEMBLES DE NOMBRES (HABRAN, 1988, CITE PAR STEGEN ; GERON ET
DARO, 2007, P.15)

D’apres cette hiérarchie, les nombres rationnels comprennent les fractions (3/4, 15/7...), les
nombres fractionnaires (2 1/3, 3 2/5...) et les nombres décimaux finis ou périodiques (0,25 ;
0,333...).
Le nombre rationnel peut s’exprimer a 1’aide de plusieurs écritures :
e Diverses écritures fractionnaires (3/2 ou 6/4) avec un numérateur et un
dénominateur
e Une écriture a virgule : 2,3

e Des compositions comme 1+ 3/2, etc.

Une des caractéristiques principales du nombre rationnel est la possibilité de 1’écrire au départ
par une infinité de fractions d’entiers ; ainsi, I’équation « 4.X = 2 » a pour solution le rationnel
2/4. Si nous multiplions (ou divisons) chaque terme de cette équation par un méme nombre,
nous obtenons des équations équivalentes dont les solutions sont des fractions équivalentes :

e 2 xx=1apour solution le rationnel 1/2

e 8 x x=4apour solution le rationnel 4/8

e 36 x x = 18 a pour solution le rationnel 18/36

Nous pouvons donc écrire les égalités suivantes entre ces fractions : 2/4=1/2=4/8=18/36~=...

Cette propriété des nombres rationnels se traduit par le symbole « = ». Sur un plan théorique,
il convient de parler de fractions équivalentes et non égales. En effet, chacune de ces fractions
est le reflet d’un partage et, dans 1I’exemple ci-dessus, les partages correspondant a 2/4 ou 1/2
ne sont pas les mémes. Les découpages de I’unité n’ont pas été effectués en un méme nombre

de parts et le nombre de parts distribuées n’est de ce fait pas le méme. Seules les quantités
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résultant du partage final sont identiques, c’est pourquoi nous parlerons de fractions

équivalentes et non égales.

2.1.3.3. Définitions de la fraction
Dans son livre intitulé « de I’infini mathématique », le philosophe Louis Couturat
(1868-1914) a abordé la fraction selon la définition suivante :
« On appelle nombre fractionnaire ou fraction : 1’ensemble de deux
nombres entiers rangés dans un ordre déterminé, et dont le deuxieme n’est pas nul
(c’est-a-dire zéro). Soient a, b ces deux nombres, qu'on nomme termes de la
fraction : on appelle le premier numérateur, le deuxiéme dénominateur, et 1’on écrira

provisoirement la fraction sous la forme (a, b) afin d’exclure le signe de la division,
qui n’a plus de sens dés que a n’est pas divisible par b » (Couturat, 1973, p.5).

Une fraction est alors un couple de nombres (a ; b) dont le second est non nul et ce couple
définit un rationnel qu’on note a/b.

Il appelle couple : I’ensemble de deux nombres arithmétiques rangés dans un ordre déterminé.
Soient a et b ces deux nombres ; nous écrirons provisoirement le couple comme suit : (a, b).

Il présente aussi une définition de /’égalité des deux fractions:

Deux fractions (a, b), (3, b") sont dites égales, et I’on écrit (a, b) = (&, b") quand leurs termes
verifient la relation suivante :a. b" =b . a.

De plus, selon Fandifio Pinilla (2007) :

« The word “fraction” comes from the Late Latin “fractio”, “part obtained
by breaking”, and thus from the verb “frangere”, “to break”. Thus we should avoid
imagining that the original etymological meaning of the term fractions presupposes
that the parts obtained by breaking are “equal”. The symbol m/n is of uncertain
origin, but was certainly used by Leonardo Fibonacci Pisano in his Liber Abaci,
published in 1202. Numbers which are fractions are called “rupti” or “fracti” and the
horizontal line traced between numerator and denominator is called “virgula”, i.e.
“little stick” (from “virga”, “stick”). The words “numerator” and “denominator” are
also of uncertain origin, but we know that their use became established in Europe
during the fifteenth century”. (p. 2)

En revenant au texte précédent de Fandifio Pinilla, fraction vient du mot fractionnement - part
obtenue par le fractionnement- et donc du verbe fractionner. Le symbole m / n est d'origine
incertaine, il se compose du numérateur m et du dénominateur n qui sont appelés les termes
de la fraction et une ligne horizontale sépare entre eux. Les mots numérateur et dénominateur
sont également d'origine incertaine, mais nous savons que leur usage s'est établi en Europe au
cours du XV°™ siecle. La représentation des nombres décimaux provient de l'ceuvre de

Simone de Bruges, connu comme Stevin, (1548-1620).
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De plus, nous allons présenter deux définitions de la fraction données par deux
dictionnaires qui permettront de mesurer les ambiguités et les glissements de sens d’une
notion a priori bien banale.

« Fraction (...).action de briser: la fraction du pain. |partie : une fraction
de I’assemblée vota pour lui. ||math. Opérateur formé deux nombres entiers : a
a

(numérateur) et b (dénominateur), qui se note ( b ) et qui définit le résultat obtenu
en partant d’une grandeur, en la divisant par b et en la multipliant par a, les deux
opérations pouvant étre interverties » ( Petit Larousse illustré, édition 1974, p.446,
cité par Benoit, Chemla et Ritt¢},1992, p.375).

« Fraction (...): I. ° liturg. La fraction du pain. (...) 2° (v.1400).vx.
action de briser, rupture. 11. & 1°(1538): symbole formé d’un dénominateur et d’un
numérateur étant (sic) des nombres entiers, représentant un nombre rationnel. Dans

6

la fraction 10 (six dixiéme), le numérateur 6 et le dénominateur 10 sont séparés par
la barre de fraction. (...) 2°(1826) partie d’une totalité(...) » (Petit Robert, 1983,
p.820, cité par Benoit, Chemla et Ritter, 1992, p.375).

Fractionner, c’est partager en parties égales, c’est diviser un tout, un ensemble.
Rouche (1998) definit la fraction « Une fraction est une bien petite chose: une barre
horizontale, un nombre au-dessus et un nombre au-dessous. Mais que représente cette chose ?
Un morceau de tarte ? Un rapport ? Une nouvelle espéce de nombre ? La réponse est loin
d’étre claire pour tout le monde ». Le dénominateur indique en combien de parts égales on a
divisé, fractionné une unité ou un ensemble. Le numérateur indique combien de parts on
prend. Par exemple, Si on mange les 3/7 d'une tarte, le numérateur 3 indique le nombre de

parts que I'on mange alors que 7 indique le nombre total de parts, donc I'unité considérée.

Selon Aberkane (2007) :
« Signification d’une fraction : 1’écriture fractionnaire peut avoir deux
2
significations différentes, par exemple : la fraction 3 veut dire qu’on a partagé

2 1

I’unité en 3 parties égales et qu’on a pris 2 de ces partie: 3 =2 x 3 mais cela
veut également dire qu’on a partagé 2 en 3 parties égales. Pour les éléves, ce n’est
pas tout a fait la méme chose. Les situations pédagogiques proposées doivent
permettre de faire comprendre les deux sens de la fraction » (p.72).

La fraction est une notation pour représenter un nombre rationnel. « Une fraction se

compose donc de deux nombres entiers naturels, a et b, séparés par une barre horizontale,

a
alors b . Le chiffre du haut (a) s’appelle numérateur et le chiffre du bas (b) s’appelle

dénominateur. Le dénominateur (b) est toujours différent du zéro » (Corrieu, 1999).
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En d’autres termes, a et b étant deux nombres entiers naturels, avec b non nul,

I’écriture a/b du quotient de a par b est appelée fraction, de numérateur a et de dénominateur

b.

e aet b sont les deux termes de la fraction.

o la barre de fraction signifie que I'on divise le numérateur par le dénominateur.

e la fraction 1/2 indique que I’on divise I'entier 1 par 2 (le numérateur 1 est divisé par le
dénominateur 2), dans ce cas particulier, cette fraction s'appelle : un demi, la moitié.

e pour énoncer une fraction, on lit d'abord le numérateur, ensuite le dénominateur auquel on
ajoute la terminaison — ieme.

. 3
Prenons un exemple, la fraction - :

Lecture : trois septiémes La barre de fraction indique une

division

_—
] 7‘“\

Le numérateur indique le

L. Le dénominateur indique le nombre de parties
nombre de parties équivalentes

hoisi équivalentes nécessaires pour constituer " unité,
choisis

FIGURE 7 — LES COMPOSANTES DE LA FRACTIONS 3/7.

3
7 signifie qu’on divise 3 par 7, on prononce cette fraction trois septiémes et c'est pour

3 1 1

cela que 3 est le numérateur parce qu’il indique un nombre de trois unités (7 =7 +7 +

1
7 les septiemes) alors que 7 est le dénominateur parce qu'il dénomme l'unité (le septiéme)

avec laquelle on travaille.

Pourtant, il existe des exceptions : les dénominateurs 2, 3, 4 se nomment : demi, tiers
et quart avec un numeérateur qui est toujours 1.

1/2 =1 demi 1/3= 1 tiers. 1/4=1 quart 4/4=4x
1/4 = 4quarts.

Le mot fraction a tendance a désigner une partie de I'unité donc a étre congu comme

désignant un nombre inférieur a 1.
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En mathématiques, ce mot - la fraction - est de maniere naive un certain nombre de
parts considérées apres la division d'un nombre entier en parts égales. Par exemple, la fraction

56
'8 désigne le quotient de 56 par 8. Elle est égale a 7 car 7x8 = 56. Dans cette fraction, 56 est

appelé le numérateur et 8 le dénominateur.

Dans le présent travail, l'utilisation du terme fraction sera privilégiée, bien que
I’expression nombre rationnel soit utilisée afin de permettre 1’accés a une ouverture plus
grande sur les concepts qui régissent 1’objet de 1’apprentissage et 1’enseignement de la notion

de fraction.

2.2.  Fraction : développement du concept du point de vue mathématique

Du point de vue purement mathématique, la construction de la notion de fraction
s'explique a partir de la théorie des ensembles. Dans les ensembles des nombres entiers
naturels (N) et des nombres entiers relatifs (Z), I'addition précede la multiplication, puisqu'il
est toujours possible de réduire une multiplication a une addition répétée, et surtout parce que
la multiplication présuppose toujours 1’addition.

L'ensemble des nombres rationnels (Q) quant a lui, est étroitement lié aux opérations
multiplicatives. Le mathématicien [’obtient par extension, a 1’aide d’une opération
multiplicative. Il généralise ainsi la multiplication, précédemment définie dans 1’ensemble N,
pour ensuite montrer comment on peut aussi additionner les éléments du nouvel ensemble.
Etant donné ces transformations, I’ordre des éléments de I’ensemble Q est différent de celui
défini dans les ensembles N et Z, car dans I’ensemble Q, I’ordre posseéde en plus un caractere
de densité qui rend toujours possible I'insertion d'un nouveau nombre entre deux nombres
guelconques.

Nous avons retenu dans le point de vue mathématique certains éléments importants
comme les notions qui aident les éléves a développer une compréhension des significations de
la fraction (notion de partitionnement, notion d’équivalence, notion de quantité, etc...) et la
définition de la fraction. Mais, il existe d’autres points de vue qui concernent les fractions, a

savoir le point de vue cognitif/psychologique des fractions.

3. Fraction : points de vue cognitif et psychologique

Comment se développe cette notion chez les enfants du primaire ? Sur quelles
connaissances prend appui une premiéere formalisation de la fraction? Pour mieux comprendre

les différentes difficultés rencontrées par les éleves de CM1 et de CM2 et les démarches
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qu’ils utilisent lors de représenter des fractions, les réponses actuelles a ces questions nous

aident a développer cette compréhension.

3.1. Développement d’une premiére formalisation et acquisition de la notion de
fraction

L’acquisition du concept de fraction n’est pas simple en soi. Celle-ci requiert plusieurs
années d'apprentissage et d'enseignement et c’est seulement a 1’dge adulte qu'une bonne
conception de ce concept peut étre observée (Blouin, 2002). L'apprentissage des nombres
rationnels est celui de nouveaux nombres qui fait place a des nouvelles propriétés des
nombres et améne de nouveaux obstacles. Selon Brousseau (1981), le passage des nombres
entiers aux nombres rationnels est complexe et la série d'obstacles vécue par les enfants est le
résultat d’une résistance au changement d’emploi des nombres ; nous voyons par exemple que
la multiplication d’un nombre entier par un nombre entier grossit ce nombre, mais la
multiplication d’un nombre entier par un nombre rationnel peut diminue ce nombre.

Exemple : 6 x 4 =24 ; on passe de 6 a 24

6x05=3;0npassede6a3

Dans le texte présenté ici, nous retenons I’expression fraction en tant qu’écriture
possible d’un nombre rationnel : les études portant sur I'apprentissage des nombres rationnels
montrent que ces nombres s’échelonnent sur plusieurs années (entre 1’dge de 8 ans et de 14
ans environ) et cette période est accompagnée derreurs et de difficultés pour tous les
apprenants, ce qui témoigne de la complexité du processus (Desjardins et Hétu, 1974). Ainsi,
cette lente acquisition s’explique, comme le mentionnent notamment Vergnaud (1994) et
Kieren (1993), par des niveaux de formalisation du concept qui s’averent nécessaires de
développer pour avoir une compréhension formelle des nombres rationnels. Les études
montrent que les €éléves semblent spontanément s’appuyer sur les connaissances qu’ils ont
développées a partir de leurs expériences sur les nombres entiers dans leur acquisition des
nombres rationnels, m